
 

DIRECTION DE LA FORMATION ET DE LA  RECHERCHE 

GUIDE PRATIQUE DE L’ENSEIGNANT 

VACATAIRE 
 

 

Ce guide pratique de l’enseignant vacataire vise à fournir aux enseignants vacataires de l'ENSTA un certain nombre 

d'informations dont la connaissance est importante pour le bon déroulement des enseignements. En en prenant connaissance et  

en observant les consignes qui y sont données - et, autant que possible expliquées -, vous permettrez que votre intervention à 

l'ENSTA s'effectue dans les meilleures conditions, et vous nous témoignerez une adhésion appréciée au projet pédagogique 

global de l'ENSTA. 

I. Chronologie d’un enseignement à l’ENSTA 

A- Avant le démarrage des cours  
Fiche d'objectifs  (concerne le professeur chargé du cours) : à l'invitation de la Direction de la Formation et de la 

Recherche (DFR),  chaque professeur chargé de cours fournit à l'ENSTA une proposition d'équipe enseignante et de 

programmation détaillée pour son cours. Cette proposition est fournie sous la forme d'une fiche d'objectifs à remplir via un 

formulaire en ligne sur le portail internet ouvert à l’intention des enseignants vacataires de l’ENSTA (l’accès se fait à l’aide 

d’un identifiant et d’un mot de passe communiqués par l’école). La fiche d'objectifs permet également de réserver les 

principaux moyens nécessaires pour le cours (salle informatique, moyens audiovisuels...) Une partie des informations de la 

fiche alimente automatiquement la page bilingue qui est publiée sur internet pour chaque cours ainsi que les divers catalogues 

et livrets d’enseignements édités par l’ENSTA. Il importe donc de rédiger avec soin les rubriques d’informations générales 

(titre, objectifs, mots-clés) en français et en anglais.  

L'ENSTA confirme alors par un courrier qu'elle passe commande pour l'enseignement concerné.  

 

Demandes de moyens particuliers : pour des cours nécessitant une définition des moyens audiovisuels ou informatiques plus 

précise que celle fournie dans la fiche d'objectifs (notamment logiciels ou systèmes d'exploitation particuliers), les besoins 

pourront être exprimés par e-mail aux adresses suivantes : tdinfo@ensta.fr pour les moyens informatiques,    Maudio@ensta.fr 

pour les moyens audiovisuels. Nous vous remercions de prendre rendez-vous et d'apporter votre collaboration au service 

concerné de manière à ce que le bon fonctionnement des matériels ou logiciels dans l'environnement de l'ENSTA puisse être 

vérifié au moins une semaine avant le cours concerné. Aucune demande formulée le jour même de l'enseignement ne 

sera prise en considération. 

 

Documents de cours et polycopiés : Les documents de cours destinés à être reproduits par le service édition de l’ENSTA et 

distribués aux élèves doivent être fournis aux conseillers des études de l'année concernée (sous forme électronique ou papier) 

au plus tard une semaine avant les séances de cours correspondantes (quinze jours avant le premier cours dans le cas d'un 

polycopié couvrant l'ensemble des séances). Aucune copie ne sera réalisée le jour où se déroule le cours. Ces documents 

doivent nécessairement être identifiés par le nom et sigle du cours et le nom de l'auteur. La date à laquelle ils doivent être 

distribués doit être mentionnée par écrit lors de leur remise. Le nombre d’exemplaires à reproduire ne saurait être supérieur au 

nombre d’élèves inscrits au cours correspondant  augmenté du nombre d’enseignants intervenant dans ce cours. 

Les types de documents à utiliser sont laissés à l'appréciation de l'enseignant chargé du cours, en concertation avec le 

responsable du module auquel se rattache le cours le cas échéant. Ils doivent comporter des références bibliographiques aux 

ouvrages et articles de référence du sujet traité. Dans tous les cas les documents devront pouvoir être ultérieurement utilisés et 

reproduits par l'ENSTA pour la satisfaction de ses besoins d'enseignement. 

Attention : ces documents doivent être fournis chaque année. Nous attirons l’attention des enseignants qui interviennent 

plusieurs années consécutives qu’il n’y a pas de reconduction « tacite » de l’édition des documents !  
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Transferts Thermiques dans les Fluides

Convection Mixte en Magnéto Hydro Dynamique au voisinage d’un point d’arrêt.

L’objet de ce problème est l’étude (simplifiée) d’un écoulement MHD (Magnéto Hydro Dyna-
mique). Ces écoulements sont caractérisés par un couplage entre l’hydrodynamique et le champ Elec-
tromagnétique. L’ensemble est assez compliqué, mais possède de nombreuses applications par exemple :
- l’effet Dynamo (création du champ Magnétique terrestre par les mouvements de convection de magma
conducteur dans la terre)
- dans les étoiles en général, les champs sont couplés, les éruptions solaires sont un exemple spectacu-
laire d’écoulement MHD
- le futur ITER utilise un confinement magnétique de l’écoulement pour atteindre le fusion.
- certains ont pensé à faire un bouclier MHD pour la rentrée dans l’atmosphère (ce qui expliquerait le
vol des Soucoupes Volantes ;-) )
- plus pratiquement, la MHD est utilisée quotidiennement dans l’industrie de l’Aluminium où le métal
liquide est mis en mouvement par un champ magnétique (on conçoit qu’il y a des effets de chauffage
importants pour créer le métal liquide mais aussi pour créer et entretenir le champ magnétique, il faut
refroidir les aimants etc).

rection to the surface, while the normal component of the induced
magnetic field H2 vanishes when it reaches the wall and the par-
allel component H1 approaches the value of H0. Under these as-
sumptions along with the Boussinesq and boundary layer approxi-
mations, the basic equations of the problem can be written as
follows:
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where u and v are the velocity components along the x-axis and
y-axis, respectively, T is the fluid temperature, g is the gravity
acceleration, #, !, and $ are the fluid density, kinematic viscosity,
and thermal expansion coefficient, respectively, "0 is the magnetic
permeability, &1 is the magnetic diffusivity, L is the characteristic
length, and Pr is the Prandtl number.

The boundary conditions for Eqs. !1"–!5" are

u = v = 0,
!H1

!y
= H2 = 0, T = Tw at y = 0

u = ue!x", T = T%, H1 = He!x" as y → % !6"
where He!x"=H0!x /L".

Thus, we introduce the following similarity transformations:
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, ( = !a/!"1/2y

H1 = H0!x/L"h!!(", H2 = −
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where ' is the stream function, which is defined as u=!' /!y and
v=−!' /!x; hence, Eqs. !1" and !2" are satisfied.

By substituting Eq. !7" into Eqs. !3"–!5", we obtain the follow-
ing similarity or ordinary nonlinear differential equations:

f" + f f" − !f!"2 + 1 + M!h!2 − hh" − 1" + *) = 0 !8"

&h" + fh" − hf" = 0 !9"

1
Pr

)" + f)! − f!) = 0 !10"

and the boundary conditions !6" reduce to

f!0" = f!!0" = 0, h!0" = h"!0" = 0, )!0" = 1

f!!%" = 1, h!!%" = 1, )!%" = 0 !11"
where primes denote differentiation with respect to (, &=&1 /! is
the reciprocal of the magnetic Prandtl number, and M
="0H0

2 / !#L2a2" is the magnetic parameter or Hartmann %21& num-
ber. Further,

* =
g$!Tw − T%"L3/!2

L4a2/!2 =
Gr
Re2 !12"

is the constant buoyancy parameter with Gr=g$!Tw−T%"L3 /!2 as
the Grashof number and Re=L2a /! as the Reynolds number,
where *+0 and *,0 correspond to the buoyancy assisting and
opposing flows, respectively, and *=0 is the pure forced convec-
tion flow.

In this study, the physical quantities of interest are the skin
friction coefficient Cfx and the local Nusselt number Nux, which
are defined as
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-w

#ue
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xqw
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!13"

where -w is the surface shear stress in the direction of y, while qw
is the surface heat flux, which are given by
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with " and k being the dynamic viscosity and thermal conductiv-
ity of the fluid, respectively. Using Eq. !7", we obtain

CfRex
1/2 = f"!0", Nux/Rex

1/2 = − )!!0" !15"

3 Results and Discussion
Equations !8"–!10" subject to the boundary conditions !11" have

been solved numerically using the Keller-box method as described
by Cebeci and Bradshaw %22&. To validate the accuracy of the
present method, the numerical result for the local skin friction
coefficient when the magnetic parameter is absent in this study is
found to be f"!0"=1.2326, which is in very good agreement with
Wang %23&. Comparison is also made with previously published
results for the local skin friction coefficient and the local Nusselt
number when *=1, as shown in Tables 1 and 2, where the dual
solutions are also given, and the comparison is also found to be in
very good agreement.

Figures 2–4 respectively display the effects of magnetic param-
eter on the velocity, temperature, and the induced magnetic field
h!(" profiles for both assisting !*=4" and opposing flow !*=
−0.2" cases when fixed * and Pr=0.7 are applied. Velocity profiles
decrease when magnetic parameter M increases, but the profiles
increase with M after a certain point for the assisting flow. From

g

x

y

Tw(x) < T∞

T∞

ue(x)
O

Tw(x) > T∞ Tw(x) < T∞

Tw(x) > T∞

g

T∞

ue(x)

x

y
O

(a) (b)

Fig. 1 Physical model and coordinate system for „a… assisting
flow and „b… opposing flow

Table 1 Variation in the skin friction coefficient for different
values of Pr when M=0 and !=1

Pr
Ramachandran

et al. %9& Lok et al. %16&

Ishak et al. %17& Present results

Upper
branch

Lower
branch

Upper
branch

Lower
branch

0.7 1.7063 1.706376 1.7063 1.2387 1.7063 1.2388
1 – – 1.6755 1.1332 1.6755 1.1332
7 1.5179 1.517952 1.5179 0.5824 1.5179 0.5824

10 – – 1.4928 0.4958 1.4928 0.4958
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Dans ce problème on va étudier l’écoulement de point
d’arrêt 2D plan (on sait que la vitesse de fluide parfait
varie linéairement en x à la paroi) d’un écoulement que l’on
supposera incompressible en première approximation. La
température Tw(x) est asservie de manière à ce qu’elle varie
aussi linéairement en x : on écrira donc Tw(x) = T∞+(∆T ) x

L .
Un effet de dilatabilité sera quand même introduit. De même
le champ magnétique varie linéairement en ce point :−→
B e = xB0

L
−→e x. Bien entendu, dans la réalité des configuration

industrielles tout n’est pas aussi simple. Les simplifications
introduites ne sont là que pour pouvoir terminer le calcul à
la main.

Il n’y a pas besoin de connaissances spéciales en Electrodynamique pour résoudre ce problème. Les
questions sont assez indépendantes pour sauter certaines parties.

On rappelle les équations de Maxwell sans charges fixes :

−→∇ · −→E = 0,
−→∇ · −→B = 0,

−→∇ ×−→B = µ0
−→
j + ε0µ0

∂

∂t

−→
E ,

−→∇ ×−→E = − ∂

∂t

−→
B,
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avec la densité de courant −→j = σ(−→E + −→u × −→B ). On note σ la conductivité du milieu (supposée
constante), on rappelle que ε0µ0c

2
0 = 1, où c0 est la vitesse de la lumière et µ0 la perméabilité du vide

qui ne doit pas être confondue avec µ la viscosité dynamique.
On se donne une échelle caractéristique L et la vitesse est mesurée avec U0, les temps seront me-

surés avec L/U0. Les champs seront mesurés avec B0.

On commence par faire un peu d’électromagnétisme pour établir une EDP qui ressemble à un
transport avec diffusion. Ensuite on écrira Navier Stokes avec la force de Lorentz. On écrira ensuite
l’équation de la chaleur. On termine par la solution autosemblable.

1.1 En prenant le rotationnel de l’équation de Maxwell-Ampère et en éliminant le champ −→E , montrer
que l’on arrive pour le champ−→B à une équation avec à la fois le Laplacien−→∇2−→

B , les dérivées temporelles
∂
∂t

−→
B et ∂2

∂t2
−→
B et une somme de produits de −→B , −→u et −→∇ .

1.2 Adimensionnez cette équation et faites apparâıtre le nombre de Reynolds Magnétique :
Rm = µ0σU0L et le nombre de Prandtl magnétique.
1.3 Pour quelle raison peut on négliger ∂2

∂t̄2
−→̄
B ?

1.4 On a donc au final une ”équation de la chaleur” vectorielle (identifiez K) avec un terme source :

∂

∂t̄

−→̄
B +−→̄u ·

−→̄
∇
−→̄
B = K

−→̄
∇

2−→̄
B +

−→̄
B ·

−→̄
∇−→̄u .

2.1 La densité de force de Lorentz s’écrit −→j ×−→B , elle s’introduit comme une force dans le terme source
de Navier Stokes :

ρ
d−→u
dt

= −→j ×−→B −−→∇p +−→∇ · τ + ρ−→g

Quelle est l’expression du tenseur des contraintes visqueuses τ pour un fluide Newtonien incompres-
sible ?
2.2 On supposera le fluide faiblement dilatable. Rappelez l’hypothèse de Boussinesq et sa conséquence
sur la compressibilité et la force volumique. On note que la convection est mixte (naturelle + convec-
tion forcée). Un écoulement sera dit favorisé si la température augmente avec x, freiné sinon (voir
figure 1)
2.3 Comme on a vu que −→∇×−→B ' µ0

−→
j , écrire l’expression de la force de Lorentz avec −→B et ses dérivées

spatiales uniquement. Comment peut on interpréter le terme B2/2/µ0 qui est dans un gradient ?
2.4 Adimensionnez les équations de Navier Stokes et faites apparâıtre le nombre de Reynolds, Re et
le nombre de Hartmann, M = B2

0

ρµ0U2
0

3.1 L’équation de l’énergie va maintenant contenir l’énergie Electromagnétique, on rappelle que l’énergie
volumique magnétique est em = B2

2µ0
. Sachant que le nombre de Hartmann est d’ordre 1, sachant que

le nombre d’Eckert est petit, montrer que em/(ρcp∆T ) est petit.
3.2 Une alternative consiste à vérifier que l’échauffement par effet Joule j2/σ est lui même petit par
rapport aux variation d’énergie interne ρcp∆T .
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3.3 L’équation de la chaleur s’écrit au final :

dT

dt
= K

−→̄
∇

2
T

identifiez K, et nommez les coefficients qui le constituent, quelles sont toutes les hypothèses qui per-
mettent d’écrire cette équation ?
3.4 Ecrire le système complet d’équations dynamiques, thermique et magnétique pour le problème.
Les conditions pour le champ sont B1 → B0x/L à l’infini et ∂B1/∂y = B2 = 0 à la paroi.

4.1 On rappelle qu’en fluide parfait l’écoulement de fluide parfait de point d’arrêt est de la forme ū = x̄
et v̄ = −ȳ. Montrer que U0/L est le vrai paramètre pertinent pour adimensionner la vitesse.
4.2 Près de la paroi, il va se produire une couche limite d’épaisseur d’échelle δ telle que δ/L � 1. La
vitesse transverse sera d’échelle V0 telle V0 � U0.
4.3 Exprimez, à partir de l’incompressibilité, V0 en fonction de δ, L et U0.
4.4 En déduire que près de la paroi comme le champ B s’écrit en fait (avec B̄1 et B̄2) sans dimension :−→
B = B0B̄1

−→e x + bB̄2
−→e y exprimer b en fonction de B0 et des échelles d’espace.

4.5 Adimensionnez l’équation dynamique.
4.6 Exprimer δ en fonction de Re et L en justifiant la démarche.
4.7 En déduire que le système d’équations en variables de couche limite s’écrit en stationnaire :

∂ũ

∂x̃
+

∂ṽ

∂ỹ
= 0 et

∂B̃1

∂x̃
+

∂B̃2

∂ỹ
= 0

ũ
∂ũ

∂x̃
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
= ūe

dūe

dx̃
+

∂2ũ

∂ỹ2
+ M(B̃1

∂B̃1

∂x̃
+ B̃2

∂B̃1

∂ỹ
)−MB̃e

∂B̃e

∂x̃
+ λT̄

ũ
∂B̃1

∂x̃
+ ṽ

∂B̃1

∂ỹ
− (B̃1

∂ũ

∂x̃
+ B̃2

∂ũ

∂ỹ
) =

1
Prm

∂2B̃1

∂ỹ2
et ũ

∂T̃

∂x̃
+ ṽ

∂T̃

∂ỹ
=

1
Pr

∂2T̃

∂ỹ2

Identifiez Pr, Prm et λ (on écrira ce dernier en fonction du Reynolds et du Grashof).

5.1 On se donne le système précédent, montrer rapidement que η = ỹ est variable de similitude.
5.2 On pose ũ = x̃f ′(η), écrire ṽ en fonction de f .
5.3 De même on pose B̃1 = x̃h′(η), écrire B̃2 en fonction de h et η.
5.4 Montrer que la température est de la forme θ(η).
5.5 En déduire le système autosemblable complet portant sur f , h et θ, leurs dérivées et M et λ.
5.6 Sur les figures 2, à 7 on représente la solution numérique du problème autosemblable. Discuter ces
courbes : par exemple, l’influence du Pr est elle cohérente, que pensez vous du surcrôıt de vitesse sur
la figure 2, etc.

Formulaire :

On rappelle que

−→∇ × (−→A ×−→B ) = (−→B · −→∇)−→A − (−→A · −→∇)−→B +−→A (−→∇ · −→B )−−→B (−→∇ · −→A )
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et que :
1
2
−→∇(−→B · −→B ) = (−→B · −→∇)−→B +−→B × (−→∇ ×−→B )

−→∇ × (−→∇ ×−→B ) = −→∇(−→∇ · −→B )−−→∇2−→
B

Fig. 3, it is seen that the temperature profiles are always increas-
ing when M increases for both assisting and opposing flows, but
the increase in M is not very significant for temperature profiles in
the assisting flow. In the assisting flow, an increase in M leads to
a decrease in h!!" profiles, and these profiles increase with the
increase in M after a certain point. On the other hand, an increase
in M leads to an increase in h!!" profiles for the opposing flow.
These can be seen from Fig. 4.

Velocity profiles for the assisting flow !"=1" and fixed M
=0.2 decrease as Pr increases. However, the trend reverses for the
opposing flow !"=−0.2". These profiles are displayed in Fig. 5.
Figure 6 shows the temperature profiles for fixed M =0.2 and "
=1,−0.2. Both assisting and opposing flows show that the thermal
boundary layer thickness decreases as Pr increases. This phenom-
enon happened because when Pr is increased, the thermal diffu-

sivity decreases; thus, it leads to the decrease of the energy trans-
fer ability that decreases the thermal boundary layer. From Fig. 7,
the Prandtl number shows the same effect as M on h!!" profiles.
In Figs. 8 and 9, the profiles are plotted for various values of the
mixed convection parameter " when the magnetic parameter and
the Prandtl number are fixed at M =0.2 and Pr=0.7, respectively.
It can be seen that both the velocity profiles and the h!!" profiles
reduce with the increase in ". Figure 10 shows the opposite trend
for the temperature profiles.

Table 2 Variation in the local Nusselt number for different val-
ues of Pr when M=0 and !=1

Pr
Ramachandran

et al. #9$ Lok et al.#16$

Ishak et al. #17$ Present results

Upper
branch

Lower
branch

Upper
branch

Lower
branch

0.7 0.7641 0.764087 0.7641 1.0226 0.7641 1.0226
1 – – 0.8708 1.1691 0.8708 1.1691
7 1.7224 1.722775 1.7225 2.2191 1.7225 2.2190

10 – – 1.9448 2.4940 1.9448 2.4937
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Fig. 2 Velocity profiles when Pr=0.7 for fixed !=4 „assisting
flow… and !=−0.2 „opposing flow…
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Fig. 3 Temperature profiles when Pr=0.7 for fixed !=4 „assist-
ing flow… and !=−0.2 „opposing flow…
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Fig. 4 Induced magnetic field profiles when Pr=0.7 for fixed
!=4 „assisting flow… and !=−0.2 „opposing flow…
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Fig. 5 Velocity profiles when M=0.2 for fixed !=1 „assisting
flow… and !=−0.2 „opposing flow…
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Fig. 6 Temperature profiles when M=0.2 for fixed !=1 „assist-
ing flow… and !=−0.2 „opposing flow…
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Fig. 3, it is seen that the temperature profiles are always increas-
ing when M increases for both assisting and opposing flows, but
the increase in M is not very significant for temperature profiles in
the assisting flow. In the assisting flow, an increase in M leads to
a decrease in h!!" profiles, and these profiles increase with the
increase in M after a certain point. On the other hand, an increase
in M leads to an increase in h!!" profiles for the opposing flow.
These can be seen from Fig. 4.

Velocity profiles for the assisting flow !"=1" and fixed M
=0.2 decrease as Pr increases. However, the trend reverses for the
opposing flow !"=−0.2". These profiles are displayed in Fig. 5.
Figure 6 shows the temperature profiles for fixed M =0.2 and "
=1,−0.2. Both assisting and opposing flows show that the thermal
boundary layer thickness decreases as Pr increases. This phenom-
enon happened because when Pr is increased, the thermal diffu-

sivity decreases; thus, it leads to the decrease of the energy trans-
fer ability that decreases the thermal boundary layer. From Fig. 7,
the Prandtl number shows the same effect as M on h!!" profiles.
In Figs. 8 and 9, the profiles are plotted for various values of the
mixed convection parameter " when the magnetic parameter and
the Prandtl number are fixed at M =0.2 and Pr=0.7, respectively.
It can be seen that both the velocity profiles and the h!!" profiles
reduce with the increase in ". Figure 10 shows the opposite trend
for the temperature profiles.
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Fig. 3, it is seen that the temperature profiles are always increas-
ing when M increases for both assisting and opposing flows, but
the increase in M is not very significant for temperature profiles in
the assisting flow. In the assisting flow, an increase in M leads to
a decrease in h!!" profiles, and these profiles increase with the
increase in M after a certain point. On the other hand, an increase
in M leads to an increase in h!!" profiles for the opposing flow.
These can be seen from Fig. 4.

Velocity profiles for the assisting flow !"=1" and fixed M
=0.2 decrease as Pr increases. However, the trend reverses for the
opposing flow !"=−0.2". These profiles are displayed in Fig. 5.
Figure 6 shows the temperature profiles for fixed M =0.2 and "
=1,−0.2. Both assisting and opposing flows show that the thermal
boundary layer thickness decreases as Pr increases. This phenom-
enon happened because when Pr is increased, the thermal diffu-

sivity decreases; thus, it leads to the decrease of the energy trans-
fer ability that decreases the thermal boundary layer. From Fig. 7,
the Prandtl number shows the same effect as M on h!!" profiles.
In Figs. 8 and 9, the profiles are plotted for various values of the
mixed convection parameter " when the magnetic parameter and
the Prandtl number are fixed at M =0.2 and Pr=0.7, respectively.
It can be seen that both the velocity profiles and the h!!" profiles
reduce with the increase in ". Figure 10 shows the opposite trend
for the temperature profiles.
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Fig. 3, it is seen that the temperature profiles are always increas-
ing when M increases for both assisting and opposing flows, but
the increase in M is not very significant for temperature profiles in
the assisting flow. In the assisting flow, an increase in M leads to
a decrease in h!!" profiles, and these profiles increase with the
increase in M after a certain point. On the other hand, an increase
in M leads to an increase in h!!" profiles for the opposing flow.
These can be seen from Fig. 4.

Velocity profiles for the assisting flow !"=1" and fixed M
=0.2 decrease as Pr increases. However, the trend reverses for the
opposing flow !"=−0.2". These profiles are displayed in Fig. 5.
Figure 6 shows the temperature profiles for fixed M =0.2 and "
=1,−0.2. Both assisting and opposing flows show that the thermal
boundary layer thickness decreases as Pr increases. This phenom-
enon happened because when Pr is increased, the thermal diffu-

sivity decreases; thus, it leads to the decrease of the energy trans-
fer ability that decreases the thermal boundary layer. From Fig. 7,
the Prandtl number shows the same effect as M on h!!" profiles.
In Figs. 8 and 9, the profiles are plotted for various values of the
mixed convection parameter " when the magnetic parameter and
the Prandtl number are fixed at M =0.2 and Pr=0.7, respectively.
It can be seen that both the velocity profiles and the h!!" profiles
reduce with the increase in ". Figure 10 shows the opposite trend
for the temperature profiles.
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Fig. 3, it is seen that the temperature profiles are always increas-
ing when M increases for both assisting and opposing flows, but
the increase in M is not very significant for temperature profiles in
the assisting flow. In the assisting flow, an increase in M leads to
a decrease in h!!" profiles, and these profiles increase with the
increase in M after a certain point. On the other hand, an increase
in M leads to an increase in h!!" profiles for the opposing flow.
These can be seen from Fig. 4.

Velocity profiles for the assisting flow !"=1" and fixed M
=0.2 decrease as Pr increases. However, the trend reverses for the
opposing flow !"=−0.2". These profiles are displayed in Fig. 5.
Figure 6 shows the temperature profiles for fixed M =0.2 and "
=1,−0.2. Both assisting and opposing flows show that the thermal
boundary layer thickness decreases as Pr increases. This phenom-
enon happened because when Pr is increased, the thermal diffu-

sivity decreases; thus, it leads to the decrease of the energy trans-
fer ability that decreases the thermal boundary layer. From Fig. 7,
the Prandtl number shows the same effect as M on h!!" profiles.
In Figs. 8 and 9, the profiles are plotted for various values of the
mixed convection parameter " when the magnetic parameter and
the Prandtl number are fixed at M =0.2 and Pr=0.7, respectively.
It can be seen that both the velocity profiles and the h!!" profiles
reduce with the increase in ". Figure 10 shows the opposite trend
for the temperature profiles.
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Figures 11 and 12 display the dual solutions for the quantities
of physical interest, which are the skin friction coefficient f!!0"
and the local Nusselt number −!!0". It can be seen that dual
solutions of Eqs. !8"–!10" can be obtained for assisting and op-
posing flows for both M =0.0 and 0.3. For "#0 !assisting flow",
dual solutions exist for all ", and the skin friction coefficient
increases with " as the pressure gradient due to the buoyancy
forces accelerates the flow. For "$0 !opposing flow", solutions
do not exist beyond certain critical values of "c, dual solutions

exist at "#"c, and a unique solution is obtained when "="c.
Hence, at "="c, the boundary layer separation occurs. In this
study, for M =0, "c=−2.2, while for M =0.3, "c reduces to %1.6.
The critical value #"c# shown in Fig. 11 decreases as the magnetic
parameter increases; therefore, the magnetic field induces earlier
boundary layer separation or the boundary layer separation be-
comes faster when the magnetic field is applied. Numerical values
of these results are presented in Table 3 for both assisting and
opposing flows. Figure 12 shows that −!"!0" becomes unbounded
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Profils de vitesse (Fig 2), profils de température (Fig 3) et champ induit (Fig 4.) à Pr = 0.7 à λ = 4
fixé (écoulement mixte favorable) et λ = −0.2 fixé (écoulement mixte freiné), le M varie.
idem pour Fig 5. Fig 6. et Fig 7 mais à M = 0.2 et λ = 1 fixés, le Pr varie.
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F. M. Ali, R. Nazar & N. M. Arifin (2011) ”MHD Mixed Convection Boundary Layer Flow Toward
a Stagnation Point on a Vertical Surface With Induced Magnetic Field”, J. Heat Transfer – February
2011 – Volume 133, Issue 2,
John David Jackson ”Classical electrodynamics” Wiley, 1975 - 848 pages (chapitre 10)
R. Moreau (1990) ”Magnetohydrodynamics”, Kluwer Academic Publishers, 313 p.
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MHD

1. 1 −→∇ × (−→∇ ×−→B ) = µ0σ
−→∇ ×−→E + µ0σ

−→∇ × (−→u ×−→B ) + ε0µ0
∂
∂t

−→∇ ×−→E ,

−−→∇2−→
B = −µ0σ

∂
−→
B
∂t + µ0σ((−→B · −→∇)−→u − (−→u · −→∇)−→B )− ε0µ0

∂2

∂t2
−→
B,

1.2 ∂
∂t̄

−→̄
B +−→̄u ·

−→̄
∇
−→̄
B = 1

µ0σU0L

−→̄
∇

2−→̄
B +

−→̄
B ·

−→̄
∇−→̄u − U2

0

c20

∂2

∂t̄2
−→̄
B, Le Prandtl Magnétique sera donc µ0σ/ν

1.3 le fluide n’est pas relativiste.
2.1 au final −→∇ · τ = −−→∇p + µ

−→∇2−→u
2.3 La force de Lorentz est donc 1

µ0
(−→∇ × −→B ) × −→B , c’est à dire 1

µ0
(−1

2

−→∇(−→B · −→B ) + (−→B · −→∇)−→B ) On

a un terme −−→∇(
−→
B ·
−→
B

2µ0
) qui joue avec le gradient de pression −−→∇p, donc (

−→
B ·
−→
B

2µ0
) est une pression

magnétique.

d−→̄u
dt̄

= −−→∇(p̄ + MB̄2) + M
−→̄
B ·

−→̄
∇
−→̄
B +

1
Re

−→̄
∇

2−→̄u + λT̄−→e y

3. la densité d’énergie em/ρ se mesure avec MU2
0 donc comme E = U2

0 /(cp∆T ), la densité d’énergie
se mesure avec MEcp∆T . Or E est petit.
4.2 et 4.4 on a V0 = (δ/L)U0 et de même b = (δ/L)B0
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