PREMIERE PARTIE Solutions Homogeénas en
Meécanique des Fluides

Introduction

K phénomenes étudiés en physique classique conduisent bien souvent 4
5 systémes d'équations aux dérivées partielles fort complexes dont il est
que toujours impossible de trouver la solution analytique générale
b licite. Bien souvent méme, la solution répondant 4 des conditions
riales et 4 des conditions aux fronti¢res prescrites est fort difficile, sinon
s de portée dans I'état actuel de I’analyse. Mais il arrive fréquemment
"l soit possible d’étudier certaines solutions particuliéres. Cecise produit
particulier lorsque ensemble des solutions du systeéme envisagé reste
variant par certains groupes de transformations.

Alors, si on se limite aux solutions qui jouissent de certaines propriétés
nvariance vis 3 vis d'un sous-groupe de ce groupe, on définit ainsi une
hsse de solutions qui vérifient un systéme portant sur des fonctions dépen-
bnt d’'un nombre plus petit de variables indépendantes.

Particuli¢rement remarquable est le groupe des transformations dites
ffines ou semblables i€ aux changements d’échelles des grandeurs inter-
nant dans le phénomene physique considére. Les solutions que’'on obtient
ffors sont appelées homogénes ou semblables (en anglais self-similar) On
douve dans la littérature de multiples exemples de soliitions homogénes;
lais c’est sans doute en mécanique des fluides qu’on a découvert la plus
‘Fande variété de telles solutions, qu’on les a étudiées le plus complétement,
¢ I'on a particulidrement élaboré les méthodes qui permettent de les
Bbtenir et les enseignements qu’elles fournissent,

La premiére partie de ce cours sepropose, sur des exemples qu’on essaiera
Ic varier, de donner un aperqu sur cette question. Il n’est évidemment pas
Buestion d’étre complet, la littérature comportant certainement des cer-
hines de références. On espére toutefois donner une idée de P'intérét et de
gimportance du sujet.

4 Sans étre exhaustif dégageons dés cette miroduction quelques conclu-
Qons générales de ’étude des solutions homogénes qui seront illustréés et
grécisées dans les chapitres qui suivent.

1) Elles fournissent parfois la solution exacte de problemes, particuliers
§crtes, mais intéressants en eux-mémes,

: 9
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2) Elles mettent en évidence des propriétés qualitatives essentielies g

1 Phénomenes de Diffusion
I'intelligence des phénoménes considérés.

nt dans les dév ici I i ysi i impliquant une

mes interve onsid ons ici des situations physiques trés simplesimp _

3) ien s ent elles ent les termes intervenant dans 1 eloh ous C 1 éﬂrer 5_1 d - ) ics trds simples P iquant une
RNs ipation d'énergie et par sutic une diffusio

ments asymptotiques des §olutions de problémes pour lesquels il est img deux propriétés principales condui_santACe_s pht.én_oméncs sor;t lz;c\;i;;:si;i
sible de trouver une solution compiéte. ) a conductibilité thermique. Par raison de simplicité nous ne les p

N wément dans les exemples traités complétement. Nous

On pourrait penser a juste titre que les moyens de calcul dont on disp gier cnuozgmdlfl;;:f:l quelques écoulements trés calssiques et trés su:nPIe_s

actuellement et qui permettent d’obtenir numériquement les solu V‘Sﬁag.:;‘;s visqueux incompressibles, puis des problémes *d’ondes thermi-

cherchées diminuent I'intérét de ces solutions homogénes; et certes daglt™ ,}fl enfin, vu leur importance en meécanique des fluides, nous donnerons

passé elles constituaient bien souvent la senle source d'information donig ;!sql’]cs ind'ications rapides sur les solutions homogénes de la théore dela
disposait. Mais les conclusions dégagées plus haut sont par elles-méfg

. . ; Wuche limite.
rassurantes. Les informations qu'on en tire sont plutét de nature comg puch

mentaire de celles obtenues par calcul numérique de solutions particuliy
et d’ailleurs, dans de nombreux cas, 1"étude préalabie des solutions hon
génes constitue un auxiliaire précieux et parfots indispensable pour celuil
doit batir un programme efficace et réaliste. _

La théorie des solutions homogenes présente bien évidemment des lid
étroits avec celle de I'analyse dimensionnelle. Il serait intéressant dej
dégager de facon trés approfondie. Nous formulerons seulement quelqg

1 Ecoulements Rectilignes Non Stationnaires

e | ' lumi constante) et

i ide 1 i mique g

rintéresse A un fluide incompressible (masse volu _ i
\srisuclzosité constante u. De fagon générale le champ des wtesscsé—-c‘:)o?;s
osantes U(x,, X1, X3 1) = U(x, f) dans un repére orthc(morm 4] N

i ] s T3 . X1y Xgs X30 =
nt désignées par x,, Xy, X;—=¢t la pression—p{x,, X2, X3,

remarques & ce sujet. Disons simplement ici que Ja méthode des solutig ordonnécts sot eriﬁir =P mult e dos équations
homogenes cormpléte et précise la méthode de I'analyse dmcnSionne(qur):?ils\;Zi c;i
Comme elle, mais allant nettement plus avant, elle est particuliérement ut§® avi

lorsqu’on doit étudier un phénoméne physique d’une assez grande co (Qﬂ LU Uu) +p = fi + paU,
plexité, P\ 5t /

Les exemples que nous avons retenus seront abordés au cours de de
chapitres. Dans le premier seront traités des problémes de diffusion; da
le second des problémes d’écoulement de fluide parfait. En fait, obligés

|

U, =0, | .( )
3 1 désigne les forces extérieures volumiques, qui d'ailleurs ::;zggpg‘;;
nous limiter, nous avons choisi, dans le second chapitre, de ne traiter assylles. Les trois premieres équations (1) traduisent la cox;isen de la masse.
complétement que le cas des écoulements stationnaires transsoniques quantité de mouvement (i = 1, 2,3),1a dcrn?érc la 00’15?“";(::5 répétés et la
est 'un des plus intéressants par la vari€té des questions qu’il souléve. ho fait usage de la convention de sommation sur ldas_ tméclrirc e adition
aurait ét¢ aussi fort souhaitable de pouvoir évoquer les écoulements nhotation U, désigne 8U,/2x;. Sur un obstacle, on dot
stationnaires dépendant d'une variable d’espace. Nous ne pourrons q¥fgdhérence
renvoyer 3 la littérature trés abondante consacrée A ce sujet. i v _o (2)

Le classement n'est pas significatif en ce qui concerne la théorie des sol i _ ] e du Buide par rapport Al’obstacle
tions homogenes, il repose plutdt sur les caractéres des problémes physiquéyy v, = U, — W, désigne la vitesse rcla‘twc u mS P ne surface de contact,
considérés et par suite sur le type d’informations que I'on peut retirer, selaf , désigne la vitesse d’un point li¢ 3:' obstlacl'e). u; U ecteur contrainte T
les cas, de I'étude des écoulements homogenes. Mais insistons pour termindla vitesse relative ¥, doit étre continue ainsi que le v i
sur le but essentiel que nous nous proposons: dégager sur les quelqudbour la direction h normale a 12 surface. Rappelons que
exemples retenus les méthodes générales d’étude, les propriétés générald €)
et les problémes généraux qui se préseatent normalement dans la recherch T, = @)
et la mise en oeuvre des solutions homogenes en physique mathématique. | o, = —p8; + 7
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TU = -M(Ulj + ljj,i)!

formules dans lesquelles ¢, désigne le tenseur des contraintes, 7, les

¥ une fonction homogéne de degré zéro de x et de V1. Par suite, s’il existe
Fielles solutions, elies sont nécessairement de la forme

traintes visqueuses, seules responsables du frottement tangentiel. Sile flug z» 1) = £(6), O
est parfait, 4 = 0 dans (1), et dans les conditions aux frontieres il sufg

d’écrire que seule la composante normale de ¥V, est nulle sur un obstad§ec @)
ou continue A travers une surface de contact, les conditions dadhérely o _ _*

étant ainsi remplacées par des conditions de glissement. Du poiat de Vvt

mathématique ceci est lié au fait que lorsqu’on fait 4 = 0, on abaisse I'ord
du systéme (1); du point de vue physique ceci tient & ce que dans le g
d'un fluide parfait aucune action d’entrainement ou de freinage n'exi
entre deux filets fluides voisins,

fPour que (7} soit solution de (6) il faut et suffit que £(6) soit solution de
Equation différentielle

9
[+ 28 =0, | .()
- mme on le voit en reportant (7) dans (6)- L’intégration de (9) est immédiate

donne:

@) =4 +B [ exp(=sHds (10)

1.1.2  Ecoulements rectilignes homogénes

Nous ne nous intéressons, d’abord, qu'i des écoulements rectilignes
variants dans toute translation paralléle 4 I'axe des x,, dont les trajectai
sont parali¢les a Paxe des x, et dans lesquelles la pression est constani

Ainsi U, = U; =0, p = p,. D'aprés (1), U, = u ne peut dépendre de tes arbitraires. Les solutions définies par (7) et
Donc la seule fonction inconnue est u(x, #)—si on pose x, = x—et celle§p 4 B sont deux constan

: iculi : tion de la chaleur
vérifie I'équation de la propagation de la chaleur par tranches planes 0) sont des solutions homogenes particulieres de I'équats

; i’lus généralement un SOUS-groupe A un parametre s'obne?tfen polsant
= a". Les solutions invariantes pour ce sous-groupe sont de laforme:

i(x, 1) = t™2£,(60) (in

ol v = u/p est la viscosité cinématique du fluide.t Telle est la premidg
6&{?32011_:::?31}21}1? 2: :Z:lé:nsa?::;iilg 1125:511:1::11?05 homogenes. on obtient bien ainsi des solutions de (6) si f,(6) est une solution de
P P ” féquation différentielle

ST ufx, t) est une solution de (6}, alors bu(ax, at) est une solution de (% 12
( ) L) =+ 28f + 2nf, = 0, 42

quelies que soient les constantes a, b.

Il existe donc, de fagon évidente, un groupe continu dépendant de dewmation qu'il est d’ailleurs possible d’intégrer par quadratures.
paramétres transformant une solution de {6) er une autre solution de (6}
Nous porterons tout d’abord notre attention sur le sous-groupe obtenu pot
b = 1 et chercherons les solutions particuliéres de (6) # invariantes par ¢ _ agit de la mise en mouvement d’une masse
sous-groupe, ¢'est-a-dire telles que " a) Probléme de Rﬂ)’k_"gh Is'agitdela Je plan rigide x; = 0.
uide occupant le demi-espace x; > 0, en contact avec fe P/ s 15 0le
\ Iinstant initial le fluide et le plan sont au repos. Aux Instan dznn ‘e
jan est animé d’un mouvement unifo_rgm de translation de vitesse
onstante V. 1 faut satisfaire les conditions

i3
u(x,0) =0, a0, =V, +>0; ( )
2 deuxidéme condition traduisant I'adhérence A la paroi. Une des solutions

| Tl viscos t (10) répond 4 la guestion
+La viscosité cindmatique de 'air et de *cau dans les conditions normales est égaic 40,15 ¢ btenues en (7) et (10) rép
0,01 em¥sec respectivement. Celle de la glycérine est de 6,8 cm¥/sec; celle du mercure 12,10 14
p e u(x, ) = V(1 = 2/Vr f exp(—s?) ds). (14)
0

1.3 Exemples

tlax, a*t) = d(x, t)

quelle que soit la constante a. Nous limitant aux instants £ » 0, on voit g
la fonction v(x, 7) définie par

a(x, 1) = v(x, ), {=V1

em¥/sec.
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tl?;’;:ﬁ; ;tc :ogi f:td :n:e fonction décroissante de x, pour x et v fixés fent dans la seconde partie de ce cours.

; Notons cocore simplement que si le plan est animé de la vitesse V = Ar?,
> 0, p > 0), on peut encore représenter I'écoulement par une sclution
b ‘} omogene de la forme (11}

u(x, 1) = At*f_, (6) (15)

fonction f_,, €tant la solution de L_,,(f) = O0—voir (12)—nulle pour 8
#ﬁnictégalealpoure = 0.

L'évoluti i
lution du profil des vitesses est donnée par fa figure 1. La vitt;:riét&s de [a couche limite sur iesqueties nous reviendrons plus longue-

b} Freinage d'un écoulement uniforme par arrét dune plaque Lasolution

fomogene
feo 2V
u=— exp(—s?) ds
7z L e

[écn’t le méme mouvement que celui étudié plus haut dans un repére li€a
plaque, ¢ > 0. Elle correspond 4 la situation physique suivante: pour
v < 0 la plaque et le fluide sont animés d’un mouvement de translation
niforme et aux instant ¢+ > 0 la plaque est stoppée.

Si v est petit, le mouvement reste pratiquement uniforme et de vitesse ¥
tn dehors d'une couche O(V vx/¥), oll x = Vi représente la distance par-
bouriee par le fluide loin de la plaque depuis I'instant o elle a été stoppée.
a force de frottement tangentiel le long de la plaque par unité de surface
Vair (5)), soit T est

Figure 1 Mise ¢ mouvement d'un fluide

. On mct' ams: en évidence le caractére paradoxal de cette diffusion
vitesse qui fait que, méme 4 un temps 7 = €, € > 0, petit, Ia vitesse d7
point situ€ 4 une grande distance fixée de la plaque est x;on nulle-—mg
cxponFntchement faible. Il n'y a donc pas d’onde visqueuse (ni d’ong
thermique de conduction). Par contre, soit k un nombre arbitraire comp f1=pu—(0,¢) = ¥ = 22N
entre O et 1 et K la valeur de g telle que ¥k = f(X); le plan en lequel or ox Vst VI
constamment u = k¥ se déplace d'un mouvement donné par bt le coefficient de frottement C, vaut:

x =2K \/_v?; 2 f -2
T 124

L ) = =cAf— avec ¢ =—, (16)
/ pV? Vx - Vn

en particulier si v est petit et si ¢ est bomé, 0 <1 « T,la condition & <

t d i H LY L P L ) ) : .
est vérifiée en debors de la couche, ditc ““fimite”, d'¢paisseur § — 2KV/5 :On peut penser que cet €coulement peut servir de modele qualitatif 4

couc ! i : : . . . .. .
he d’autant plus étroite que » cst petit, et ceci quel que soit & # gelui de I'écoulement stationnaire autour d’une plaque plane semi-infinie

si petit 501,1-11. On peat encore souligner que si Vest fixé, le fluide resters ig. 2). Ce modele serait valable si les particules animées d’un mouvement
au repos s'il €tait parfait. S'il est teds fajblement visqueux, Ia vitesse po

t < Treste e . X . ! Bniforme ne prenaient connaissance de I'existence de la plaque gu’en pas-
xponenticllement petite 4 extéricur d’une couche d’épaissefant au droit du bord d’attaque x = 0—ce n’est évidernment pas ainsi que les

2: E‘s\/f;)- sstl)ltl)ll:ii(;a:lt tde:dgz .vdvcrs :f;q, la convergence de la solution visqueughoses se passent. Mais si x est assez grand on peut penser que ce modéle
5 < % (55 0) Elle (1: © parfan est upiforme dans tout le dqm' st qualitativement exact. Nous verrons en effet quc‘l’épajsseurdt'ala couche
" niforn;ém: 1 II' ¢ converge Sm’fpfemc,ﬂt pour tout x fixé, mais nqmite, en dehors de laguelle I'écoulement est pratiquement uniforme, est

nt, 1a lunite etant discontinue (égale 4 0 pour x > Oetd Vpopien de I'ordre de Vux/¥V—la couche limite est parabolique—<t que Crest

x :jo)_. ‘ . bien de la forme (16), mais avec une valeur différente du coefficientc — ¢ =
nsi s¢ trouve mis en évidence sur cet exemple simple les premidrgh 664.
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‘g@)

Figure 2 Freinage Ppar une plaque plane

=

c) pg’ﬂ‘usion d'une surface de contact Nous considérons deux fluides,
premier—masse volumique p, viscosité p—occupant Ia région x > {,
s,t;:cond»—-.m‘asse volumique p’, viscosité p#—occupant la région x < 0’ |
1 instant lmtial. ces deux fluides sont animés de mouvements de trans| i
uniforme de vitesses respectives ¥ et V. On peut chercher le mouvem

ultéricur 2 I'aide de solutions homogénes de type (10).

I)O, u=A+Bfexp(_52)d_g,9=*x_ p=£
0 Vi 'y

X(O, u=A"+ B’ ? Y - X 13 !
exp(—s?)ds, 8 = , v =l

0 V4t
Les conditions initiales montrent que:
V= A +—-‘2”B. V'=A'—Bf‘—2f£_.

Les 'condiu'ons d’adhérence imposent pour £ > 0, x =
de la vitesse et de la contrainte tangentielle, c’est-A-dire

A=A, VupB = Vu'p' B,
Les constantes A4, 4/, B, B’ s'obtiennent avec (18) et (19)

A=A Y Vup + VVulp'
\/Jup + '\/#fpl
2V - V) Vup 2 (V=¥ Vup

ValVig s Vae) | VaVap s Var)
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tte solution appelle les remarques suivantes (figure 3).

J—Aux temps trés grands, 'écoulement est pratiquement uniforme dans
t domaine borné; si les fluides sont identiques, I'écoutement final a pour

Fesse (V + VI/2.
—Si y étant fixe, on fait tendre u' vers zéro, alors 4 = 4'tend vers ¥, B
fnd vers zéro, B'vers (2/V z)(V — V). A la limite, les écoulements initiaux
rsistent pratiquement sans interaction. Ceci montre que sur une surface
-contact séparant un fluide visqueux d'un fluide parfait, ¢'est la condition
» glissement qu'il convient d'écrire.
—On pressent bien dans ce probléme que quelque chose diffuse. 1 est
cile de voir qu'il s’agit de la rotation. Celleci est portée par 'axe des x,,
= we, ¢t est égale d:

st |/ e

Y

e g

Figwe 3 Diffusion d'une surface de contact

Or w{x, ) vérifie I'équation ¥ (w) = 0; w est nul pour x trés grand, donc

fﬂo wdx

reste constant quand le temps varie, comme on le voit en intégrant #(w).
n le vérifie d’ailleurs aisément sur la solution trouvée car

B .
w = exp{-9?), si x>0,
[ 2V 4ut

|

i
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B .
w = exp(~8%), si x <0
2Vapt

On constate bicn que (24) donne le développement asymptotique pourt
E.0d de la solution cherchée et chaque terme du développcmcn? cst' une
Plution homogane de la forme t*¥,(8) od p = 1.2, ... En particulier le
Eemier terme est une solution élémentaire, correspondant 3 une donnée
Bitiale 00 tout le débit—qui se conserve quand ¢ varie—serait congentré le
Bng du plan x = 0,la vitesse en dehors de ce plan étant nulle. On vérifie dans
cas, ot nulle action extéricure n'est exercée aprés ! = Oetotl uo(x) estnul
5, placée en x = OF dehors d’un domaine borné, que, pour 7 grand, la vitesse, en raison dela
' ssipation visqueuse, tend vers zéro.

Une discontinuité de vitesse peut étre considérée comme une couche surfacighRemarque—La solution

de rotation. C'est cette rotation qui diffuse dans tout 'espace, selon @
formules cxprimées par (22) qui représentent chacune, notons le, ff d(x, 1) = rp—r= "3 ¥
solution homogéne remarquable de I'équation de la chaleur—voir (11§ r’“’ T '
qui p’est autre d'ailleurs qu’une solution élémentaire de cette équation. @rrespond au cas ob & Pinstant 7 = —1,10ut le débit est concentrélelong du
examinera avec profit la comparaison de la diffusion de w avec celle d

ban x = x,. Or d’une fagon générale les quantités
température dans un milieu 4 température donnde, pat exemple T = ()

le plan x = 04 )'instant initial est soumis & une température infinie par appl§
instantané d'une énergie concentrée donnée. (Confer L2.)

et

fwwdx =ﬁ4_’-‘(3 +Br)=V_;_Vf

-@

Ainsi 2 ¢ = 0, & est une mesure de Dirac: V; v

(x = xo)
T4u(t + 1)

(25)

L@ = [ (e ) dx

Ent les propriétés suivantes, comme on s’en rend compte en calculant
i1 /d1, en utilisant ¥(u) = O et en intégrant par partics:

Io=%. ]l=@lv Iz.= Q[z+20@of.

1.1.4  Rdle des solutions homogénes dans les développements
asymptotiques.
Nous le mettrons en évidence dans I'étude du probléme suivant.

i I,, I, et I, pour la solution (25), on trouve
Le fluide occupe tout espace. A l'instant initial 1 = Ole profil des vites Si on calcule fo, i et &2 P
est donné par u = u,(x),—Fig. 4—, u,(x) étant nul en dehors d'un ensem

=% L=x, hL=2%0+7+x5 U,
bomé —g < x < a. Laremarque faite précédemment permet d’éderire i .
médiatement u(x, 1): 9 P P i par construction étant égal 2 ¥,.

Soit A chercher le comportement des vitesses pour ¢ trés grand, x arly
traire, mais fixé. En écrivant:

—

==y 2 & ¥
U S -8 = A
cxp dur cxp °Xp () dut |’ )
; T
et en effectuant le développement de la seconde exponentielle on obtiey -
_exp{—¢8) & 8 267 -1
“e ) =Gy |t gmt T g

ol les "?lp sont les moments de la distribution initiale de vitesse

%=LMV%M®.

4 Figwed Donnée initiale d'un probléme de diffusion
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i ’  Nous désignons par g{r, 1) le
inlacement hélicoidal autour de I'axe des x;. - .
odule de ia vitesse, par p(r, 1) = 2nrq la circulation a l'instant ¢ l? long
Mune trajectoire de rayon r. La rotation w = {7, 1)e; est telle que, d’aprés
 théoreéme de Stokes,

yir, 1} = 4r JJ wrdr (27)
0

En choisissant x, et = pour que /, et [, soient eux aussi égaux & I, et KX
aura avec (25) une meilleure expression asymptotique de la solution qu
le premier terme de (24). Effectivement:

ulx, 1) = dlx, 0 [1 +‘i_(3f22+ -

Sur cet exemple nous constatons une premiére fois I'un des intéréts g . .
jeurs des so!utiois homogenes: elles jbumi;:semlecampartemem do 1 est facile de former directement I'équation vérifiée par w(r, ). En effet
solutions quelcongues pour certaines valeurs remarguables ou singulidresflf), s'écrit:
variables (ici pour t infini). Plus généralement, les termes des développema
asymptotiques jouissent normalement de propriétés d’homogénéité.

1 8

L15 Selutions homogenes et analyse dimensionnelle

Soit 4 étudier par les méthodes de 'analyse dimensionnelle Ie problém
Rayleigh généralisé: le fluide, au repos initialement, occupe la région x
limitée par le plan rigide x = 0. Aux instants ¢ > 0, on communique au p
1a vitesse A12. Que peut-on dire de I'dcoulement? ,

On peut essayer de trouver un écoulement rectiligne, la vitesse 4 n'é
fonection que de x et de t. Avec cette hypothése on forme les monomes 5
dimensions

?B_T + rot{w A U) = vdw

i Dans le cas qui nous intéresse, on obtient

2w _v2 (2w _q (28)
ot ror ar

2
u x itth

AIP, \/4vt’ v

et, par suite, on peut prévoir la possibilité d'une solution de la forme

1
u= A!’f( X, A—t'”*.p) .

411 v

i : i i I’équation de la
2 conpaissance d’une solution de (28) qui est encore
haleur—mais pour une diffusion cylindrique—fourmt un écoulement du
ne €tudié, y étant déterminé par (27) et g par 2nrg = y.
‘ On vérifie zncorc que si w(r, #) est une solution de(28}il en est d_c mé!nc de
b w{ar, a? 7). Le sous-groupes pouvant laisser dc§ solutions invarantes
. btictinent en posant b = a¥. Les solutions invariantes sont de la forme

2 29
Ce résultat est bien de la forme (15). Mais il est moins complet. Fo o=t z= Zr_v? @
retrouver (15) il faudrait savoir que le probléme est linéaire et que par suilg
doit &tre proportionnel 4 4. Alors la variable sans dimension (4 ¥p) r'+
doit pas figurer parmi les arguments de £, On retrouve bien (15).

On voit ainsi, et on congoit bien pourquoi, gue I'analyse dimensionnd

(2) vérifiant une équation différentielle linéaire, Par exemple pour p =0,
on obtient: -

s (30)
fournit des résultats moins complets gue coux obtenus en partant du gro (oY + (#) =9,
des transformations d’échelies dusystéme des équations. On comprend au oit
le lien intime qui lie ces deux techniques. Cela ne veut pas dire qu’on o G
pas intérét A tirer parti dans un probléme donné des résultats de 'analy®@ oy = A exp(—2).
di i lle. N r ion d tater plusieurs fois | 3 . .
trt;x}::(ij:;:ica :un:us aurons 'occasion de constater plusieurs fois le co Cette solution homogéne a pous 4ériv ée par rapport A 1

‘ 32
L2 Ecoulements par Trajectoires Circulaires Coaxiales _ @ —-f~ exp(—2) G2
St

Nous cherchons des écoulements pour lesquels les trajectoires sont tou
des cercles d’axe Ox; ¢t globalement invariantes A un instant r fixé par tofig

i est elle-méme une solution homogéne correspondant & p = 1.
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Soit & ¢tudier la diffusion du tourbillon singuli -
. . singulier portd Hi
circulation I. De fagon précise gulier porté par Ox, o r;T
P(’-O)=T‘,r#0. 'a-;=xAT5 (l)

L’analyse dimensionnelle nous apprend que: B T est la tempdrature absolue, y le coefficient de diffusivit thermique,
y(r, 1) = Ig(z) Fette équation est valable sous les hypothses suivantes: si une masse
liide est chauffée ou si une énergie est fournie par 'extérieur, il est loisible

si bien que w(r, 1) est précisément une solution homogéne correspondada

p = I: en lidentif X ans les conditions usuelles de négliger le mouvement du fluide dii aux
et com entifiant avec (32) on voit que g/(z) est proportionnel a exp(-friations de pression causées par les variations de température. Si cellesi
me g(w) = 1,onaglz) =1 — exp(—z). Finalement on trod

ol € sont pas trop grandes elles voyagent A une vitesse beaucoup plus petite
pour cet écoulement particulier fle 1a vitesse du son si bien que la pression s’égalise beaucoup plus rapide-

2wrg = p = Il - exp(— ) w= ; r —exp (=2). ( Bient que la température. Tout se passe donc comme si la conduction ther-
v s

La figure 5 donne I’all i
ais e ure du profil des vitesses. On notera que g(0, 1)
On pourrait sur cet exemple faire les mémes re; ‘
 On pour : . marques que plus haut;
ghffugmn s’effectue suivant 1a loi r = O(\/;?); elle est trés pctitel:i vestp
1dcnt1c_;ucmcnt nulle si le fluide est parfait. De plus si, & 'instant initial §&

obtenir pour son développement asymptotiqu d ; = —kgad T
ceux signalés en 1.1.4. yrprofiae des résultats nslogue dq' bi ir
fonduit bien
aT 5 =1

. _ aT _ ; _k Lo
L3 Conduction Thermique Non Linéaire dans un Fluide a XA+ (x A pc,,) '

‘est-a-dire & (1) lorsque & = 0. L’analyse classique qui vient d’étre rappelée
st en fait une théorie linéarisée.t Le lecteur pourra réintépréter aisément
fous les résultats précédents dans le présent contexte physique.

P Nous nous proposons dans cette section de considérer encore unprobléme
He conduction pure—le mouvement du milieu étant négligé-—mais forte-
jent non linéaire qui, typiquement, peut étre décrit par une équation de la
‘gorme

1.3.1  Remargues générales

Alnsi que nous 'avons noté, toutes les études particulieres d’écoul

faites précédemment relevent de I'équation de la chaleur que P cmel

on pex

%Z_' = adiv (7" grad 7). (03]

Une telle équation gouverne la conduction engendrée par transfert
radiatif lorsque la densité d’énergie de radiation est proche de la valeur
quelle a 3 I'équilibre. On rencontre cette équation dans plusieurs situations
bhysiques de conduction thermique radiative, ’exposant n prenant des
fvaleurs de ordre de 3 4 7. On trouve aussi une équation du type (2)dans
des problémes de filtration (mouvement d'un gaz dans un milieu poreux),la
variable T dtant alors remplacée par la masse volumique p.

t=0

t)

. . . tLe coefficient de diffusivité thermique vaut dans les conditions usuelles y = 0,21 cm¥sec
Figure 5 Profil de vitesse pour Ia diffusion d’un tourbillon singulier rectiligne

pour Iair et 5 = 1.5, 1073 pour I'eau,



24 PAUL GERMAIN METHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES 25

I1.3.2 Propagation d une gquasi-onde thermigue engendrée par une source

plane instantanée ‘ . 5= (n +2)!+2 287 Yonsd [T(n 4 2/2,,)] nfin+2) ©)
Nous commengons par cet exemple important o, la propagation s'effeff °° il r(1/n)

tuant par tranches planes, une seule variable d’espace intervient, I'équatioy
(2) s'écrivant ¥ Le résultat trouvé mérite quelques commentaires.
"F'Le fait le plus frappant est que dans le cas non linéaire, (n # 0),latempéra-
£ = i _ o2 (T" ﬂ‘) =0, Lre, 4 un instant fixé, reste nulle en dehors d’un domaine borné, I existe
a! o o P.ns la région x > O un front thermique pour la “quasi-onde thermique”
sgendrée par la source plane instantanée, front dont le mouvement est
pnné par

%, = LaQr)Vesd, (10)

et ot a linstant 1 =0, on a T = (8, 5§ masse de Dirac 4 'origine. Les se Nt
données de ce probléme sont ( et a ayant respectivement pour dimensioff
[DL}et [L26-'D-"]si D et §sont lessymboles dimensionnelsde 1z tempé&
ture {degre) et du temps (seconde). Le produit «Q"a donc pour dimensiof
X La figure 6 montre e mouvement du front; on notera que la vitesse du
Eont d’onde, d’abord trés grande, diminue trés rapidement et d'autant plus
Bpidement que 7 est grand.

[L+20-"] et a~'Q%a pour dimensior [D**14]. Ainsi

' T
{= (D_,Qn;t)ll(ru-Z) ct [Qz(a‘)_x)l.r(na,z)

sont deux variables sans dimension. On est donc conduit & chercher la sohl§.
tion de (3) répondant 3 la question sous la forme

T = [Qz (m),—[]lf‘l‘lfl’f(g)‘

qui représente une solution homogéne de I'équation non linéaire (3). Ug
calcul facile montre que la fonction f(¢£) doit alors vérifier 1'équation df
férenticlle ordinaire non linéaire

(n + 2)i(f"9£) + 5% +f=0.

t} .
g, O™

&

g\ d¢

La solution cherchée doit satisfair les conditions suivantes pour |x |t
grand, c'est-d-dire { infini, f{(f) = 0. Par ailleurs la solution qui est ux _
fonction paire de { doit avoir une intégrale égale 3 un, en vertu de Ja condligwe 6 Propagation du front de la quasi-onde thermique {source d'épergie concentrez et
tion initiale: fnstantanée)

TApag=t. ‘ |
'I-_” P ' 1a distribution de la température 2 un instant t fixé est de la forme
Nous reviendrons plus loin sur I'intégration de (6). On peut montrer que$ FeT (1 %2\ Un (an
H = q - ;—2) 1)
/

fait exceptionnel dont nous donnerons ["explication—on peut déterminge
explicitement I'intégrale cherchée de cette équation non lindaire i .

j T,(f) est la température en x = 0. Celleci est proportionnelle a la
empérature moyenne

10 = (5 8) (1-5)" vowr 1<z

fH=0 pour |1 > o

Ry

Ve r(l/n)

. (12)
n+2rn+2)/2n

T=JT0, 2xIT:Qn J=
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La figure 7 qui donne I'allure de la distribution de température 4 un instuff'égalité (15) étant vérifiée pour A fixé pour tout a, x, 1. Faisons par exemple:
déterminé pour une valeur typique de nde I'ordre de 5 révelel'existence d'gy - -1

. X t = (ada’?)"), (16)

plateau ol la température se trouve égalisée par conduction. C'est dans ul§:

couche relativement mince, en aval du front, que se produit la chute 0 voit que

température. La courant de chaleur qui est proportionnel & — 7 8T/3 1 i/n
C'est-ddire 4 xT, varie donc presque linéairement sauf dans la coudy T(x,?) = ' '——f] FAVN (17)
. , ! . alt)F-r
adjacente au front ot il tend trés rapidement vers zéro (Figure 8). (
i
T
-~ 4 T4 X
Telle est la forme obtenue pour les solutions homogenes de (3).
Pour que (17) soit effectivement une solution de (3),,(§)doit vérifier une
équation différentielle que I'on peut former par simple substitution (nous
i x« P'écrirons plus lindice p pour simplifier 'écriture). Il vient:
X,
-~ o
T Il (N7 S N S iy Rt ©) =
. ot (aaryo-2s SO
Figure 7 Temperature dans la quasi-onde Figure 8 Flux de chaleur dans la q
?hcrmique (source d’cnergic concentrée et onde thermique (source d'energie Hon aT A v A nf'te
instantanée) centrée et instantanée) ax = (art)te-2r (aAf)' -\ S
. . Eet par suite on obtient aisément I’équation vérifiée par :
I_.c gaz kz_mfemt par la quasi-onde est fortement chauffé dans cette cou P “ pac /)
puis refroidi presqu’uniformément aprés le passage de cette quasi-ondefl  1(f) = p(f7f")’ + g+ p-2 =0, (19
. n

1.3.3  Solutions homogenes des problémes plans

p 'qui est une équation différentielle du second ordre non linéaire.

Les solution de cette équation sont-elles aussi globalement invariantes
ar un groupe continu dépendant d’un paramétre. On peut le voir en ef-
ectuent sur T(x, r)les transformations du sous-groupe ' = (a’k ~‘}#, ouplus
Fimplement en remarquant, en vertu de la présence de la constante A arbi-
traire, que si f({) est une solution k ~¥*f(k §) est aussi solution,

Si donc on remplace le couple de variables {, f par le couple (s, y) ol

s=Log{ y={§Uf(E) (20)

n voit que le changement de sen s + o, Si on prend k = Log s,, laisse in-
ariante I'équation différenticlle vérifiée par y(s). Par suite s = Log [ comme
onction de y satisfait 2 une équation différentielle du second ordre oune
gure pas explicitement la fonction inconnue. On peut donc réduire cette
quation A une équation du premier ordre en prenant le couple de variables
et ¢ = dy/ds = {dy/d{, ou comme

Nous cherchons plus généralement maintenant toutes les solutions homg.
genes de I'équation non linéaire (3). Selon la méthode exposée plus haut no
cherchons d’abord le groupe de transformations de changements d*échy
lajssant globalement invariant I’ensemble des solutions.

On diablit facilement que si a et b sont deux constantes (& > 0) et si
t) est une solution de (3), alors:

(ba ) T'(ax, bt) !
est encore une solution de (3).
On peut obtenir des sous-groupes 4 un paramétre en posant
b = Aa’, (
ol A est une constante positive fixée introduite ici par pure convenance. Ii

s_o]utions homogenes sont celles qui sont invariantes pour toute transfo
tion d’un tel sous-groupe, c’est-a-dire les solutions telles que dy 2y grumg
= —E 4 L

n

T(x, 1) = (Aar-?) V" T(ax, a*At), (1* ¢ d}
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plus commodément encore, y et z si
L4
dg
Nous poserons donc
f= gl.fn s fr — gl/n—iz_

Une fois connue z(y) on calculera { par (21) ou

= +¢ o

n

d ndy

?§=nz—2y’ Oﬂ
et fpar

g _rd__md 0

[y § ymz-2y) f

Les relations (22) et (23) permettent de trouver immédiatement I'équatig

vérifiée par z()), & partir de (19):
plnz - 2y)§;(y~z) P+ Yz (p—Dy+nz=0

Ainsi les solutions homogénes de notre probléme s’obtiennent toutes
partir des solutions d’une équation différentielle du premier ordre.

Soulignons que le raisonnement fait ici est tout A fait général. On pe
en faisant appel aux propriétés dinvariance par le groupe des changemei
d échelles réduire I'ordre de I' équation déterminant les solutions homogénes
probléme.

Remarquons en passant que la forme de I'équation (25) suggére de
chercher une solution de [a forme z = by'-" ‘
~ On vérifie alors aisément qu’il en est ainsi si, et seulement si, p = n +2
b = —1/p. Ainsi on obtient la solution particuliére

1
n+2

yl—n,

pour le cas ol p = n + 2. L’intégration de (23) est alors classique {en pos
u = y™) et on retrouve alors la solution explicite trouvée en 1.2.2. Mais noj
indiquerons en 1.2.4 la véritable méthode pour trouver ce résultat. Nous!
ferons pas, faute de temps, I'étude de I'intégration qualitative de (25). N
nous contenterons de signaler quelques cas remarquables.

1) Température constante sur la frontire x = 0: T = Ty,
D’aprés (17), p = 2, A = Tget on peut écrire:

METHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES 29
= Tof(§), F=—2 . 2

Le mouvement du front d’onde est de la forme
x; = fo(aTgr)2

a trouvera, figure 9, I'allure de la répartition des températures.

T i

et

4
L

Figure 9 Profils de temperature pour une temperature fixée a la paroi

L'énergie créit comme
xr {0
J‘ Tdx = T,,(argz)m_[ (8 de.
(1} 0
La fonction f(£) vérific les conditions aux limites f(0) = 1, f(w) =0.

) Température imposée sur la frontiére x =0: T = k9

n vérifie que:
P=q +2 o A = (ka-9)~"*" V1))

et on en déduira comme plus haut les conséquences.

‘$1.3.4  Intégrales lides aux lois de conservation

L'équation (3), comme I’équation linéaire qu’elle généralise, admet deux lois
imples de conservation, (cf. 1.1.4).
On remarque en effet que (3) exprime bien évidement qu’il existe une

‘Honction #/,(x, £) dont la différentielle est

Tdx + aT"%dt —dd, (28)
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De méme (3) exprime aussi qu'il existe &, (x, 1) telle que

A+l
Txdx + a(xT"aT— ™ ) dr = d o, (

dx n+1

La premiére intégrale est li€e 4 la conservation de I'éncrgie, la seco
& celle du moment de la distribution des températures, Si &, ousi &)
par exemple bornés pour x = + wet x = —oo, alors

[T dx =% ou [ xT(xndx =4
sont constantes. Nous avons fait usage decerdsultaten I.1.4 pourreprésen
le premier terme d'une solution par une “‘source”, On peut montrer
'essentiel de I'analyse faite plus haut demeurs encore valabledansle casn
lindaire en vertu de ’existence de ces deux lois de conservation.

Nous voulons plutdt insister sur le fait suivant: 4 toute loi de conse
peut étre associée une solution homogéne, & un indice p convenablement
que l'on peut obtenir explicitement.

Nous allons vérifier cette proposition dans le cas actuel; mais la mani
dont nous allons procéder montrera bien son caractére trés général.

Si on exprime &7, avec les variables { et 7 on g, d’aprés (28),

ddly = A™(aan)@-eeim () df + (¢ + pf‘"f’)% '

On vérifie que le second membre est une différentielle exacte comme il se
si, et seulement si, I'dquation (19} est vérifide.

De plus I'on peut &crire:
sip#n+2

n.llln

i

—

(aAn)@ -pratem (L f + pfrf"),

sip=n+2
{n+ 2fY' + {f =& = constante (

ﬂo=1'f"( b Log ¢ +F(g)),

n+2

F(I) étant une primitive de f(§).

Il ne peut y avoir de solution pour laquelle o7, est une fonction
{ seule que si, et seulement si, & = 0. Dans ce cas, on vérifie que la fo
S(E) est bien celle trouvée en (6).

De méme:
dd[ = AIIR(QM)(Z—pda)J’pw ‘U(g)dg +
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2 s p__ ey de | (34)
+ (S +pI + " T/ )pr

Le second membre de (34) est une différentielle exacte si et seulement si
19) est vérifiée. Pour que &/ | dépende de { seulement il faut que

p=2rn+1)
t que
2fn+l}'=
I+ L ;

posant 2f"+ = Ju, on a aussi.

n+ 1)
w4+ glftaet) (25.)”( =0

ar suite:
5—0 na2¥(n+ 1) _ i (n+2)¥(n+1)
2 2

Z (n 41V
‘" [n ) ]
f= (‘,‘,%) ln (§) Vinst) [(%9) i) (g) (e Dira §)
10 - (25)" (i)

- (_5_) ns2Vin+1)
2(n + 2) &0 &

Il est facile d’interpréter cette solution: elle correspond a un doublet
fnitial pour lequel

1/n

In

(35)

J‘W xT{x, t)dx = P (36)

0 -~

’P étant une coostante.

* Le front thermique a un mouvement donné par
xf = _{o(ap"t)”l(”'),

la distribution de température est:

T (%) lf{n+l)f(§)
P IFiGESD] i 1{n+1) _ i {ra2Mla Iy i 37
@ )6 @
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ol A (n) est une fonction de n que I’on peut expliciter. L allure des différ

€
profils de température est donnée par la figure 10. La constante {,ne dépzj

que de n ct s’obtient en vérifiant (36).

T}

ts

¥

i
Figure 10 Profils de temperature pour le dipole

. Ainsi nous avons trouvé explicitement une nouvelle solution homogs
lide & une loi de conservation.

Nous arréterons 14 'étude de cette équation et des phénomeénes physiqu
gu'elle schématise. Elle nous a permis dans un cas non lindaire simple
mettre en évidence de nouvelles propriétés et de nouvelles techniq
d'étude des solutions homogenes.

1.4 Les Solutions Homogénes de la Théorie de Ia Couche Limite

tur_e et gui a joué un réle important dans I’histoire de la mécanigue d
fluides: celle des solutions homogenes de la théorie de la couche limite
¢coulements stationnaires,

1.4.1  Rappel des éguations de la couche limite

Nous considérons un écoulement plan stationnaire de flujde incompressi
autour d’un obstacle.
Supposant avoir choisi des variables dépendantes et indépendantes s

dimension, les équations de Navier-Stokes s’écrivent avec des notatioy

évidentes:
du gy
ax ay %
Bu du dp 1 fary iy
U——+Vv— 4 2= (2K OH
x 't aT R (ax2 " ayz)’ (

ﬂ
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B T B
ox oy &y 4 \ax*  &? )
od # désigne le nombre de Reynolds
2. UL @

v

&U., L étant respectivemerit la vitesse caractéristique et la longueur choisie
our former x, y, u, v; la pression sans dimension p est rapportée 4 pU2,
Une couche limite apparait le long d'un obstacle lorsque # est trés grand.
Plus précisément nous nous intéressons au premier termet du développe-
ent intérieur ou local. Les techniques de perturbations singulidres ou
lus simplement 'expérience acquise en 1.1 nous conduisent 2 introduire
les variables intérieures suivantes: '
X=x , =4 , p=p,
3
y= ygm’ V= vg?wzl
en supposant que l’obstacle est une portion de ['axe des x.

En effectuant la substitution dans (1) et en ne retenant que les termes
ominant en # -1, on obtient les éguations de la couche limite

aa | av

ad L 9¥ o,

a,f+6'

.oa .80 8p AU

- — L=, 4
"G T @
P _ o

ay

b est donc une fonction de % seulement. Les conditions aux limites sont les
 suivantes:
adhérence Je long de la plague:

=v=0poury =0

raccord avec 'écoulement de fluide parfait:
fim u(%, ) = V()

o )
lim g(%, ) = P(x);

P

- Ulx) et P(x) sont les valeurs supposées connues de ia vitesse et de la pression
(sans dimension) en fluide parfait le long de ’obstacle. D’ailleurs le théoréme

tCes notions seront précisées dans la deuxidme partie du cours.
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de Bernoulli permet de relier P(x) et U(x), et par suite (4) peut s’écrire:

a_ﬁ_i_a_ﬁ_o
ax oy
{
- - 5a
ox ay ds  ay*°

1.4.2  Couche limite de la plaque plane placée dans le lit & un vent uniforme
Si on introduit la fonction de courant réduite §(%, y) par

dg = ady — vdx,

—

ux limites sur f(£):
la premiére équation (6) est automatiquement vérifiée et 1a seconde s’éerif  p = 4, f(0) = f(0) = 0, f(w) = 1.

P4 24 0% | 0§3% ol

8y’ oy axay | ax oy’ 0% (
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pn voit qu'elles peuvent s’écrire sous la forme
d(x, y) = kx'2f(Q). (12)
On a alors:
oy _ kiEl-2fy ﬂ — k3 -wf ﬂfﬂ — kSl -4fm
= R, G = PR, k= KR Q)

24

a&_.. ¢ — — — ' — EF25-pi N1 _ "
2~ ki =) —pL, e = REP - 20) — py7).(19)

Pour satisfaire aux conditions (9) il faut prendre pour p et pour conditions
(14)

L’équation (8) montre que f(f) est la solution de I'équation de Blasius
zfm +_ﬁ'n — 0 (15)

Dans le cas considéré ici U = 1, et la solution de (8) doit vérifier po
toutx > 0

]

3%,0) = 22 (5,0) = % (2. 0) =
¢(x,0)Fa.x.(x,0)_aﬁ(x’O)-_0’

4

On établit aisément les propriétés du groupe de changements d’échelld
si $(%, 7) est une solution de (8), alors

(
a9

(x, OO) = 1.

% jiaz, by

(1q

est aussi solution de (8); (ragpelons que nous avons supposé U=1.
Les solutions homogenes sont celles qui sont invariantes par toute trang
formation du sous-groupe

b = ka*.
Elles vérifient donc, quel que soit b, 'identité
$(%, ) = kar-'j(ak, katy);

en faisant ax = 1 et en posant

4 (11

:

ui vérifie les conditions (14). On peut démontrer I'existence et I'unicité
¢ cette solution. La variation de f'({) qui donne celle de la vitesse i est
onnée sur la Figure 11.

()1

Y

Nous verrons dans la deuxiéme partie la signification de ce résultat. Les
conséquences principales qui en découlent sont dégagées dans le cours
de Moffatt.

14.3  Solutions homogénes

Le cas particulier permet de revenir sur le cas général de ’équation (8).
En effet une solution de la forme (12) est possible si I/(x) est de la forme

U=ax"-%
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si bien que Yéfini par le potentiel complexe
UQQ = —(2p — 1) Az F(z) = e ", oz =x+ 1y,
La fonction f({) doit alors vérifier les conditions aux limites r eprésente P'écoulement le long d'un angle d'ouverture 7 a avec % =
fO =f0) =0, flw) =24 =2k"? (1 l M_ " (m>»0) (voir Figure 12).
, : +m
t t . . .
et Féquation - ALe probleme défini par (20) et (21) est plus classiquement traité en posant:
S+ (L =p)ffr+@p - DU - 2% =0. | g o2
= T -1 . = .
1 peut étre indiqué d’adopter des notations plus commodes pour I'int = AL S5 = M), 24 i L+m
prétation. Nous poserons A = € et nous écrirons :
n écrit donc dans ces conditions:
U= ekim, e=#, k>0 (1 5 ]
1 N 1 JogUemyi :
les formules précédentes prennent alors la forme: {= (m b ) Vhprin-V g = (m + l) e s
— upim-1vt g = fegl+m
(e, §o kD Voo sfoE))eo =
2/ 4+ (1 + m)ﬂ"u + 2m(l _fr2) =0, ( d§3 d§2 d§
. d
etona{13): 7O0) = df(o) a_f‘(w) = 1.
d¢ ¢
i = kXEmff), ¥ = kgim-n l:— (i—‘;—’")f(g) + ! ; " gf’(g)]- Notons que
. N 5 .
= = » a = _ﬁ
m n— & 2 - ﬁ 2

Les conditions aux limites s'écrivent dans le cas ol la plagque est
obstacle baigné par le fluide

SO =0 =0, f(w) =¢. @

On peut aussi traiter avec la méme équation le cas o, le long de la plaqu]
on aurait un soufflage ou une aspiration avec comme conditions aux limites

JO =¢ f40) =0, f(e) = ¢, (A
la vitesse 2 Ia paroi €tant alors donnée par
F=0,0= J—“;—'i’-'-dcitm—wa (11;

¢ étant négatif pour un soufflage, posiiif pour une aspiration.
L’existence, 'unicité et la détermination numérique de la solution dﬂ

probléme ainsi considéré, ont fait 'objet de travaux extrdémement appro
fondis. Nous n'évoquerons ici rapidement que deux cas particuli
importants.

a) L'écoulement le long dun angle L'écoulement de fluide pa,rfahj

Figure 12 Ecoulement autout 4'un angle

Le cas particulier odm = 1,5 =1 correspond au cas d’une couche fimite

au voisinage d’un point d'arrét.

by Ecoulement le long d’une paroi d'arcconvergent Revenantilaformula-
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tion (18)—21), le casoum = — 1, e = — 1, correspond 4 ["écoulement lelon
d’une paroi d’un convergent (figure 13). L'équation (20) s’écrit, en posan
g = -/

g'+1-g=0
g0 =0, glo) =1

- me e — am o me o m

Figare 13 Ecoulement dans un convergent (Les formules du texte sont relatives 2 h
couche limite ic long de Ox.)

L'intégration ne fait aucune difficulté. On peut d’abord former une
intégrale premiére aprés multiplication par g*.

gr =132~ 2g+4=%g -~ )i (g +2)

et traiter le probléme comme celui du mouvement d'un point matériel sous

'action d’une force dépendant d’un potentiel. On peut aussi intégrer conr
plétement

g(0) = 3th¥(e + T/Lz’ -2

ol « est déterminé pour que g(0) = 0, soit
a = Log (VZ + V3).

On pourrait songer A traiter d'une maniére analogue le cas de I'écoulement
le long d'une paroi plane d'un divergent. En fait on constate qu'il esf
impossible de trouver une solution de I'équation différentielle satisfaisant
aux conditions aux limites. Effectivement si on étudie la solution de I'¢qua-
tion de Navier-Stokes correspondant 4 'écoulement dans un convergent ou
dans un divergent, on trouve qu'il est possible de la former explicitement—
c’est d'ailleurs une solution homogéne—mais lorsqu’on fait tendre la
viscosité vers z€ro, on met en évidence, dans le cas du convergent, |'existence
d’un écoulement limite de fluide parfait sauf dans les couches limites Ie long
des parois planes qui ont bien les propriétés trouvées plus haut, alors que,

METHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES 9

dans le cas du divergent, on ne trouve pas d'écoulement limite. 11 ya laun
hénomeéne intéressant d'instabilité que nous ne pouvons étudier icl

144  Solutions lides aux dquations de conservation
1 n’est pas sans intérét de reprendre ici les remarques faites en 1.3 sur les
olutions homogenes [iées 2 des équations de copservation.

Considérons par exemple la loi de conservation de la qganmé de mouve-
ment en projection sur l'axe des x dans le cas ol la pression est constante.

‘10n a done:

o, o (s 2\ _o, @s)
af*ay(” 39

gqui exprime que

= o f0d N 45
— [ = dx
d?=dj + T )
— k-'arEr A + \(ﬂ— ﬁ) + k-tpg xetat) dx
v

est une différentielle exacte. Utilisons les formules (13)

49 = psr-epdg + PR [+ (1 - P ]dx (26)
La fonction & ne dépend que de £ si, et seulement s,
p=2 r+f =0 an
¢'est-a-dire si
6 +f—a’=0 (28)

Nous devons avoir, en effet, f(+w) =f{-w0) = 0 puisque I'écoulement
extérieur est 4 pression constante. Donc:
fle) = a

La solution de (28) vérifiant ces conditions est

@ (29)
f = ath —6i

On remarquera gue:

@ dg k3a3 = ds _,z SCL’J,

=73 ), Chs 9

. +°°@d _ kia*
M=J:m 1=56 ). et
6
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et, par suite:

_ 9M 1/3 9M 1/3 ,];
¢=x“67)‘h CT)}E

I’écoulement ainsi trouvé correspond au comportement d'un jer b
dimensionnel pour les grandes valeurs de 1'abscisse.

La loi de la conservation de la masse conduit 3 une intégrale pour laquel
§ n’est fonction que de ¢{; on trouve évidemment, d’aprés (12), p = I
c'est-a-dire le cas de I’écoulement dans un convergent, '

!
6

Conclusion

Nous renvoyons aux nombreux ouvrages consacrés a 'étude de la couchy

limite pour un traitement plus approfondi de cette question. Nous n’avonj|

voulu ici que mentionner comment peuvent s’obtenir les solutions homo,
génes du systéme des équations de la couche limite. La discussion comp]
de I'existence de ces solutions et leur interprétation constituent un

dey
chapitres les plus classiques et les plus instructifs de la mécanique:]

fluides visqueux.

II Ecoulements Transsoniques Homogénes

Introduction

écoulements stationnaires transsoniques d’un fluide parfait. Pour simplifie
nous nous contenterons d’examiner le cas des écoulements plans. Le chot
retenu repose sur les raisons suivantes:

Dans cette seconde section, nous étudierons les solutions homogénes d:|

- 1) Le phénomene étudi€ est non seulement non linéaire, mais il est d1

plus gouverné par une équation de type mixte. I apparait pour M = 1de

particularités assez originales qui rendent I'étude particuliérement inté
ressante.

2) Les écoulements transsoniques comportent, en général, des ondes dg
choc au sein de I'écoulement. On devra done étudier des solutions homogt:
nes présentant des discontinuités.

3) Le rdle des solutions homogénes pour I'étude du comportemen
asymptotique au voisinage de points singuliers remarquables a été parti
culiérement bien étudié et s’est révélé fort utile dans 1'étude de nombrew
problémes.
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Nous aurons, de plus, I'occasion d'illustrer les méthodes ct remarques
énérales présentées dans la section précédente et rqéme deles completc_r sur
certains points. Avec I'ensemble des résultats acquis dans ces deux sections,
on dispose, pensons-nous, des connaissances de base pour étl{dler et
exploiter les solutions homoggnes de la plupart des problémes que I'onren-
contre en physique mathématique. . _

Aprés un premier paragraphe cor.lsacré aux générah‘tés, NIOUS €NVISagerons
papplication des lois de conservation class1ques.’-Pms au paragra;phe 3‘on
Jégagera quelques résultats remarquables sur llntégratlon de I'équation
gouvernant les solutions homogenes. Dans le dernier paragraphe nous
signalerons quelques applications.

L1 Généralités

[1.1.1 Eguation réduite

On se propose essentiellement d’étudier un é'coulcmc'nt irrotationne'l .ct
stationnaire au voisinage d’un point ol la vitesse est sonique. No_us choisis-
sons ce point pour origine, 'axe des % suivant la vites_sc‘et désngnops par
%, y les coordonnées (sans dimension) du plan, par ¢(x, ) l‘? potcntzfl des
vitesses. Pour mettre en évidence le comportement asymptotique del écou-
[ement au voisinage de O, onestconduitsuivantla méthode usuelle enthéorie
des perturbations 2 introduire des variables réduites

y=298 (1)

et 2 chercher le développement asymptotique de ¢ au voisinage de Osous
Ja forme (la vitesse du son en 0 est prise comme unité)

x=f,

p =%+ edlx,y) +... )
On sait que ¢ vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre

(Cz - ¢§) ¢ii - 2¢2¢y¢gy + (Cz - ¢§) ¢yy = 0,

ol cest 1a célérité du son. Le théoréme de Bernoulli montre que, au voisinage
de O

ct=1—-(@p—1ep,... 3)

et les termes dominants dans ’équation du potentiel des vitesses conduisent
i I'équation simplifiée.

—(y + 1) €%, ¢, + 8%, =0. “)
Pour avoir une équation significative on pourra prendre:
5 = [ + De]™, ©)
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et on obtiendra ainsi I’équation A laquelle satisfait ¢:
ﬂ'¢x¢xx + ¢)y = 0

On notera la représentation des vitesses su voisinage de O qui déco
de (6)

U=1+ep, = l +eu+...,
V=(Gp+ D&% +. .. =(p+ )% +....

Ces formules contiennent naturellement ’essentiel des résultats de i
loi de similitude des écoulements transsoniques au voisinage d’un poig
sonique.

On peut développer une analyse analogue pour I'étude d’un écoulem
transsonique au voisinage de !'infini; les formules (6) et (7) restent valab]
Mais la différence suivante doit étre notée: Pour gu'une solution de (6) n.
présente un écoulement transsonique au voisinage de l'origine, il faut
.. B,, qui définissent la vitesse, soient finis a I'origine. Une solution de {6}
peut, par contre, représenter un écoulement d I'infini que si ces dérivées rest,

finies @ Finfini.

I 1.2 Groupe de I'équation réduite— Solutions homogénes

Le résultat suivant relatif aux changements d’échelle est immédiat;
Si of{x, y] est une solution de (6), il en est de méme de b’a~’ pfax, by}, que{
que soient a et b.
Remarquons tout d’abord qu’il existe une solution et une seule invari
par le groupe complet.

(

3

X x?
900 - -3?! ?Ox = }7:

Le vecteur vitesse est constant sur tout rayon issu de I'origine. Elle cor
- respond A 'onde simple centrée de Prandtl-Meyer (Fig. 1).

@

i "

Omde simple centrée

Figure |
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Les sous-groupes sont définis par
a = kb ©)

ol n est un exposant réel, k une constante fixe mais arbitraire. Les solutions
nomogénes sont celles qui sont invariantes pour un tel sous-groupe.

o(x, ¥) = kb2 g(kxb, by)

| quel que soit b. En faisant b = y~! on voit que:

5(x, ) = kY, (10)

31

kx
== an
¢ y
Pour que (10) soit effectivement une solution de (6), il faut et il suffit que
f({) vérifie équation différentielle non linéaire

(M@ — " = n(n — 1)f" + Gn ~2) (Gn — 3 f =0, (12)

On sait que 'on pout ramener cette équation A une équation du premier
ordre du fait que (12) posséde un propriété€ de groupe induit par Ie groupe
général de I'équation (6). Ceci est dailleurs mis en évidence sur les formules
(10), (11): si f({) est une solution de (12), p~*f(p{) est aussi une solution de
(12). Si donc on pose

s =MD,

s() vérifie une équation différentielle en { telle que s(p) est également
solution. Donc Log { comme fonction de s vérifie une équation différenticlle
du second ordre ot ne figure pas explicitement la fonction inconnue et que,
par suite, on raméne & une €quation du premier ordre en prenant comme

nouvelle variable @%g_g ou encore

g%:%p(g - 3s.

.En conclusion, on raméne (12) 4 une équation du premier ordre en pren-
ant les variables s et ¢ définies par

sP =9, =11, (13)
ce qui conduit par substitution A I’équation fondamentale pour I'étude des
solutions homogénes

dr _ 22 + (32 — Sn)t — (3n — 2)(3n — 3)s

Aa w2 A _ ) (14)
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étant déterminé€ le long d’une courbe intégrale par 'intégration de
¢ p

9.5 ds

{ R
et f(Q par (13).

Si on désigne par u et v les dérivées de ¢ par rapport A x et d y, pétay

une solution homogéne

= k=22 () v = k=3pn3 [3n - 2)f — ngf"].

(1)

(ig
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Sous cette dernidre forme on vérifie aisément que, quel que soit il existe
une solution homogene, appelée dans la suite intégrale (1), telle que:

4 =97 =930 — 2)s — '} (20)

L'écoulement correspondant est une onde simple non centrée car son
image s'effectue sur une courbe dans le plan de ’hodographe puisque,
d’apres (18) et (20), on a 4u* =~ 92 1l est facile d’achever I'intégration.

Remarquons que Pécoulement invariant par toute transformation de
groupe & 2 paramétres—(8)—a pour image daps le plan s, ¢ un point unique

Ainsi, 4 un point du plan (s, r) correspond une courbe { = constante dag]p:s = 1/3,¢ = L.

le plan physique x, y. Le long de cette courbe u et v varient comme y#-

et y¥-% 8in > 1, la vitesse de perturbation—voir (7)—tend vers zéro ]/ 1.3 Ondes de choc dans les écoulemenis transsoniques homogénes

Porigine. 810 < n < 1, elle tend vers 0 a I'infini. Le premier cas correspong
a I'étude d'un €coulement au voisinage de Iorigine, le second au voisinag

On sait que dans la partie supersonique d’un écoulement transsonique peu-
vent apparaftre des ondes de choc. Les vitesses (U, V) de part et d’autre du

de I'infini, ceci en vertu de la remarque faite en finde 11.1.1. La figure 2 donue] .poc—indice 1 pour Pamont, indice 2 pour 'aval—doivent vérifier I'équa-

I’allure de ces courbes dans chacun de ces cas.

JLB

Xy

0<n<A1 n>4

Figare 2 Les lignes { = constante

La seconde formule (16) suggére une variante consistant a remplacerle
plan (s, f) par le plan (, ¢) en posant
T=03n-2)s5 — nt.

Les formules donnant « et v sont particulitrement simples

et 1'équation différentielle s'écrit:

(17

(13)1

"liion de la polaire de choc

v, -1
lIﬂ,+l—U,U2

P = V)= -U)y— 21)

et, par ailleurs, la composante tangentielle de la vitesse doit étre continue,
Ici, comme € est un paramétre petit, on peut supposer, nous le vérifierons
d'ailleurs plus loin, qu’en premiére approximation I'écoulement est encore
irrotationnel derriére le choc. La continuité de la composante tangentielle
implique la continuité de d¢ le long du choc, soit:

[t]dx + [v]dy = 0. 22)
Quant a la condition (21), elle donne pour les termes dominants
[v]* =[] (23)

| Nous avons ici utilis¢ les notations classiques

Ul=t-f. =4 (fH+H)

Nous allons chercher 4 quelles conditions deux écoulements homoge-
nes peuvent étre séparés par un choc le long d’une courbe { = constante.
Le long de cette courbe, d’aprés (11)

dr 2l —n)r? + 3tr - 3nz

dt 22~ 2mt —3(n - )z

.

wx —nxdy =0
¢t donc, d’aprés (22), (16) et (13):
£E= - _Bn-2) [s] — n[t]
x dy (1] '
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Ainsi [5] = 0. De plus si maintenant on écrit (23) on a f = n% Comme},
vitesse amont doit étre supérieure & la vitesse aval, on obtient donc |y
conditions nécessaires et suffisantes

[s]=0, ] <O. *

Dans un écoulement homogéne, I'image d'un choc le long d'une courbe { .|
constante s'effectue dans le plan s, t en un couple de points vérifiant (2
(voir figure 3).

I = n?,

¥ 3

e

e —

4/2
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Iwnd vers zéro on ait:

24 ) = (%, ),

(w7

4 érant une fonction bien définie, dépendant effectivement de x et de y, et
¢ les dénvées par rapport 4 x et A y de la fonction figurant au premier
mcmbrc tendent également dans les mémes conditions vers celles de

imK(De

10

r Par suite, A étant un nombre fxé:

X r
(%) -tmx0e (G ) - i
= k(A)¢(x, »).
Par suite, pour tout A fixé, le rapport K(/1)/K (/) tend vers une fonction

K({)
Y <IOM

Z élx, y) =

XY

>y

Figure 3 Image d'une onde de choc dans le pian s-¢

I1.1.4 Solutions homogénes et comportement asymptotique des écoulement
transsoniques

Nous nous sommes proposés en IL1,1 d’étudier le terme dominant d’
écoulement transsonique en un point remarquable 3 distance finie, ou
I'infini, lorsque la vitesse était juste sonique. Nous avons ainsi été€ condui
a former I'équation (6) vérifiée par ¢ (x, y). Par ailleurs, nous avons mis
évidence une classe de solutions de cette équation, celle des solutions hom
génes. Nous allons montrer maintenant que, moyennant certaines h
théses assez générales, la partie dominante du développement asymptotig
de Pécoulement perturbé est précisément une solution homogéne. No
considérons pour fixer les idées le cas o0 'on cherche le comporteme
a 'infini, le cas correspondant 4 un point A distance finie étant suscepti
d’une analyse analogue.

Nous supposons donc I'écoulement produit par des obstacles, ou pl
généralement des singularités de type varié mais toutes comprises dans
domaine 2 distance finie. Au lieu d’envisager un point x, y s’éloignant
Pinfini, on peut maintenir ce point fixe et réduire de fagon convenable
dimension de ce domaine de maniére 2 le faire tendre vers ’origine. Si
représente une dimension de la largeur de ’obstacle, nous admettrons qu
existe un exposant n ¢t un facteur d’amplification K(J) telle que lorsque

k(1) déterminée lorsque / tend vers zéro. Cette fonction k{1) vérifie
lidentité fonctionnelle k(&) k() = k{Au) c’est donc une fonction puis-
ance: k(A) = A% Ainsi la fonction $(x, y) jouit de propriétés d’homo-
énéité. On vérifie alors aisément que ¢ = 31 ~ 2 puisque gdépend effective-
ment de x et de y. La propriété est donc démontrée.

On peut montrer que les termes suivants du développement asymptotique
d'une solution exacte au voisinage d’un point remarquable ou A 'infini jouis-
sent eux aussi de propriétés d’homogénéité: ils sont de la forme y#f, (0. Mais,
¢o général, ils ne sont pas solution de I'équation (6) mais d'une équation
linéaire de type mixte A coefficients variables,

I.1.5 Solutions homogénes limites

Les remarques présentées dans cette section ont un caracrére général toutes
les fois que le systeme étudi¢ est invariant par certaines translations. On
aurait pu les présenter déja lors de I’étude faite en section I.

a) Une translation paralléfe @ I'axe des x laisse invariante ['équation (6).
Par suite:

-3y~ 2f(k(xy+ a))

af({) vérifie (12) est une solution de (6) quel que soit ket a. Considéronsle
tas ok k = g~ et posons:
_ l x + a ln’fll
a ?

{a

¥
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on peut écrire la solution précédente sous la forme:
X +a +a

w0 (55) (5 <R

Posons a = 1/net faisons tendre n vers zéro. L'inspection de cette dernigy
expression laisse prévoir des solutions de (6) de la forme

_ exp(x) k
N 3

On vérifie en effet qu'il en est bien ainsi si g vérifie une équation différe:j

$ = -1—23 (),
y

elle facile a former. On peut également étudier les chocs apparaissant év
tuellement le long de lignes n = constante.

b) Une translation paralléle a I'axe des y conduit & des solutions de la formy

(si k = b")
(y + byn? b\ 1 p+b\)P b\
b fl:x(y+b)ill=(y+b)2|:;(yb )il f|}(y+b)

Si on pose b = n et si on fait tendre n vers l'infini, on prévoit, et on Pc?

vérifier, 'existence de solutions de la forme
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1.2 Application des Lois de Conservation Classiques

Le but dece paragraphe est de montrer, comme en 1.2.4, que la connaissance
June loi de conservation conduit a une intégrale explicite de 'équation (14)
¢t par suite a une solution remarquable de (12) pour une valeur déterminée

|de I'indice n. Mais pour cela il faut d’abord découvrir comment se traduit

pour P’équation .(6) la loi de conservation. On y parvient en poussant plus
avant la formation du développement formel en ¢ commence en IL1.1.

[1.2.1 Développement asymplotique des grandeurs physiques

Nous nous contenterons de donner les résultats essentiels sans expliciter
complétement les calculs. Partant des variables réduites d¢jd introduites

x=% y=8, d=[(p+De]?
nous complétons les formules (7) en écrivant

U=1+ eu® 4 e2u® ¢ 4.,
@n
V = esp) + €250® + €35 ...

On peut montrer que ‘Y, p@Wet 4@, y@ dépendent de potentiels ¢(x, y) =

o =x%(x) x=xexp(-y) (

On trouvera Figures 4 et 5 ["allure des courbes 5 = constante et x =
stante ainsi mises en évidence. Aucune application de ces solutions di
d’intérét ne semble avoir été donnée.

ij Jlj

A\
%

///
?

XY

o(x, ¥), @(x, y) mais qu’il n’en n’est plus de méme de », v®), la rotation A
l'ordre d’approximation retenue n’étant plus nulle 2 la traversée d’un choc,
mais variable, tout en gardant une valeur constante le long des lignes de
courant de |’écoulement non perturbé; on peut simplement introduire
o™(x, y) tel que

de® = [u® — &(y) Jdx + v dy.

En substituant dans (27), puis dans 'équation de Bernoulli et en utilisant la
loi d’état, on obtient alors

=l Ll cot ot + o) +2 (o, + 60+ 6 +

-1
=1 —cp, —¢? £2)+P_x,,,,
p €9 — e’ (g 3 o} 28)

pU =1 _EZL'Z*I_qu...,

Figure 4 Courbes n = constante Figure 5 Courbes y = constante

1 5 3 2
= cq, — Q) _ 3o _ N (& _ & ,
AL €* [ g (y+)(6 2)]--
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I1.2.2 Conservation de la masse 46

L’¢quation de continuité implique I'existence d’une fonction de couray:
#(%, y) telle que '

d¢ = pUdy — pV di.
La substitution des développements précédents conduit & poser

§=7—(p+ Dy, ), e

=]

e e N
; t:na —_— ]

N
b

xY

—
o
A

avec

dy = g—idy + o, dx. Figure 6

- oulement uniforme et sonique—par exemple dans le demi plan ¥ < 0—fait
ite une onde simple centrée dont I'image dans le plan (s, 7) est le point D;
ette onde simple est limitée par un choc le long d’une ligne { = constante;
image de I'écoulement aval du choc est le point S et I'écoulement aprés le
§hoc a pour image I'arc S4 de la parabole intégrale trouvée plus haat,

On peut alors vérifier que cette solution représente le comportement
symptotique 4 l'infini de I'écoulement d’un fluide le long d’une paroi pré-
entant une certaine dénivellation 4. La donnée de h détermine parfaitement
& comportement asymptotique. Par exemplele choc se comporte comme la

ourbe

En f‘,crivaflt que le second membre de (30) est une différentielle exacte of
obtient I'équation (6). Exprim¢ avec les variables { et y, { étant donné pI8
(11), on gbtient:

kdg =4, () y*d] + B (D y*H*dy
avec

A =0Cn=2)f - nif

B =nl[(3n -2f —nlf']+ 4"
L’équation (12) peut donc s’écrire dB\/d{ = (4n — 3)A4,. Sidn — 3 # Oong

(A une constante additive prés): g%t = (p + DRy, (33)
4n-3 b
Ky =y—-—31(§),. &1 5 est un nombre pur ayant une valeur déterminée et qui a €té calculée
4n — 3 (3t@xactement.

ce qui permet d'étudier le comportement de la fonction gle long d'une ligni@ 2.3 Conservation de la quantité de mouvement longitudinale

{ = constante. D’aprés (29), (y + 1)"2¥? ¢ définit le déplacement subit pa

la ligne de courant y = constante en raison de la perturbation. On pei 2 conservation de la quantité de mouvement en projection sur I'axe des x

obtenir pour n = } une fonction de ¢ ne dépendant que de {; c’est le cas of tonduit A 1'existence d'une fonction 2 (%, y) dont ladifférenticlle est donnée
B (] =0, c'est-a-dire

2n[Gn — 2)s — nt] + £ = 0, o j}  ®=0G%
- La courbe intégrale dans le plan s, ¢ est une parabole. On achéve aisémen! _
Pintégration, en posant ¢ = ~'; il vient par example - -
—_
—

{ = —u(=m¥1 - )",

ct on obtient également des expressions explicites pour u et v
U= _FBB(_")T.@(I — f’) ‘Tf‘?x—WS‘
¥ = = 3ud(-m P - ) Tx

Une interprétation intéressante est représentée sur les figures 6 et 7. Aw

Figure 7 Ecoulement & Vinfini produit par une dénivellation
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par
dZ = (p + pU?dy — pUV dx. {

En utilisant les développements (28) et I'équation de continuité, on en déd
I'existence d’une fonction % (x, y) telle que

d 9= (g + 1p}dy + 20, ¢,dx; @
de fagon préeise

D=y +d—ep+ 101D, p) + p + )72 Q0) (
$2{y) étant une primitive de (y). Dans ie cas d’un €coulement homogén
(35)s’éerit '

ko G = Ay(Dy** 35 + By(Dytn-Sdy, {
avec

A () =2[(Bn - 2)f - ngf']ﬂ

B =0Cn-2*+ /7 - n? {*f2
Léquation vérifiée par f({) ne fait que traduire le fait que (37) est
différentielle exacte. Si 6n — 5 #0

L s

Il existe un écoulement homogéne pour lequel % n’est fonction que de
It correspond 2 la valeur n = 5/6 de I'exposant et il est défini par la co

intégrale
(Bn -2Ps2=n*r -3 (n=3%

1l est aisé de parametrer cette cubique et d’obtenir { en fonction de ce pa
métre au moyen de fonctions élémentaires.

La solution obtenue—figures & et 9—s'interpréte comme |'écoulem
asymptotique autour d’un obstacle placé dans un écoulement 2 nombre
Mach unité lorsqu’on suppose que se développe en aval un sillage du
d’Helmholtz. La constante d’intégration qui apparait comme fact
d'échelie dans { est directement liée 4 la trainée.

Ainsi la ligne de jet a un comportement asymptotique de la forme

y = Cx¥
el la consrante C est la méme pour deux obstacles ayant méme trainde.
Remarque Un traitement analytique du méme genre peut &ire appliquél
conservation de la quantité¢ de mouvement transversale {en projection

I'axe des y). Mais aucune interprétation physique intéressante de ¢
solution exacte n'a été trouvée jusqu’ici.

b d ds

METHODES ASYMPTOTIQUES EN MECAMQUE DES FLUIDES 53

I i\2\ / 3j
A

N e gEoeR)
., H

- . .
A 5 >

4 b Tl
3 Rl
& Ecoulement 4 I'infini produit par Figure 9

obstacle ¢t sonsillage d'Hetmoliz (Fig. 9)
10n image dans le plan (s, 1) (Fig. 8)

Remarques sur I’Intégration Qualitative de I’Equation (14)

: écoulements homogénes sont donc définis par I'intégration du systéme
), (14) que nous écrivons & nouveau:

3 3 (n? —pdr
{ 1-=35 274 3a? =5 —(3n - 2)(3n - 3)S
qu'll s’agit d’intégrer. En fait quand nous chercherons une solution cor-
ondant 4 un probléme particulier donné, il faudra au préalable déter-

iner 1a valeur du paramétre n qui convient. En général, il s'agira en quelque
¢ de résoudre un probléme de valeurs propres d’une nature assez parti-

(38)

| litre. Pour y parvenir, il est intéressant d’avoir une premiére idée sur les

priétés qualitatives des intégrales. Par souci de concision, nous n'envisa-

ons ci-dessous que le cas ol » est inférieur A 1, les sclutions correspon-
tes comme nous "avons vu décrivent le comportement 4 l'infini des
ulements soniques. Bien sir, le cas ol n est supérieur 4 | se traite de
idre analogue.

I [soclines remarquables. Points singuliers

us travaillons dans le plan (s, ).
Le lieu des points en lesquels les courbes intégrales présentent une Lan-

1e paralléle & ["axe des ¢ est constitué des deux droites
At —=35=0 Ayt —nt=0.

Le lieu des points en Jesquels la tangente est paralléle & I'axe des s esten
éral une parabole

P2 4 (3n2 —5m)t ~ (3n — 2)(3n - 3)s = 0.
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Les points communs A ces deux lieux sont les points singuliers (a distan@ees points la ligne { = {, est tangente 3 une direction caractéristique

finie) de I'équation (14). Ce sont d
d_x:nd-l*_- \/f_—y ou dx2=ud}’2,
y

x Y
’ ! ' [
nme le montre (18). Mais { = {, n’est en général pas une caractéristique.
g 5?,3 0 0 bur qu’elie le soit il faut de plus que
2 k I
3(3n -2) " i 443 _ 4¢? _
? * ' - 9% 97t

Sur la figure 10 sont tracées les deux isoclines remarguables; on a dephl
indiqué le signe de la pente des courbes intégrales dans les diverses régiof
ainsi délimitées. Notorns qu'aucune singularité n"apparait dans ['écoulemefi . : -
au voisinage d’une courbci: {= constangte -4, dolz)lfl’image est un poigthlf's rappeloqs que nous nous hﬁn;;;ms e;u za:]s ol n < 1 etnous nousintéres
A, d’ordonnée 1, (si t, # n?); en effet lorsque 1 varie de fagon monotonci’ plus spécialement au cas 0 < '
traversant la valeur ¢,, {(—qui garde bien une valeur ﬁnie‘—va.ric égalemy ke 4 (s = 0, ¢t = 0) (figure 1) , .
de fagon monotone en traversant fa valeur {,. Aucune difficuité n'appargll facile de vérifier que le point A est un noeud régulier, c'est-A-dire que,

également 2 la traversée de l'isocline P. Mais il n’en n’est pas de'm bt exceptionnel, s et ¢ peuvent étre représentés par des fonctions holo-
ala traversée de A, en un point distinct de C. En effet, { ' d{change de siggii rphes d’une méme variable uniformisante §; ici on prendra par exemple
et comme { reste borné, la fonction {(#) passe par un minimum ou un mage"

mum relatif. La ligne { = constante = {, correspondante est une figne il 45 _ _ 14§ _ _ 1_ds
de U'dcoulement le long de laquelle 'écoulement “rebrousserait’ sur @@
autre feuillet; une telle solution est donc physiquement inacceptable. Ung
de courbe intégral physiquement acceptable ne peut traverser contintime
la droite + =n? qi’au point singulier C.

On notera que pour ¢ = #? le coefficient de £~ dans (12) est nul. En chac

'on a alors

s=aft+af+ a it

r=ao(3—%)§’+a.(3—%)g3+a2(3—%)§‘....

ba tangente ordinaire du noeud est la droite (3n — 2)s — nt = 0 (a, # O}, lg
Ringente exceptionnelle est la droite 3(n — 1)s — nf = 0{a, =0, a, # 0).8i

>Y

2
3(1’\<‘1

Figure 10 {2/3 < n < ). Isoclines (pentes nulle et infinie). ——~: intégrale (I) formule (2 Figure 11 Lenoesd A
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a, = 0,a, # 0, tous les a, d'indice impair sont nuls: le prolongement au-4ge point correspondant est encore un col). En fait ce casne peut s?p_résenter
du noeud se fait par rebroussement; nous distinguerons I'arc { %,), et} pysiquement car on voit alors que Paxe des y serait une ligne limite.
(./,), ayant ces propriétés, selon que ¢ est négatif (écoulement subsonig

ou positif (§coulement supersonique). L’arc tangent 4 1a direction except; /{6
nelle (a, = 0, a, # 0) sera noté .¢/.. Dans le plan physique, le point A cory - \ "/7/’
pond aux lignes particuliéres { infini, qu: sont les demi-droites portées 8, BN 8,
I'axe des x. Ces demi-droites ne sont pas en géndral des lignes singulj t
pour I'écoulement. C'est pourquoi A est un noeud régulier.
s
Point C (t = n% © = 3n%) {ﬁz)/_,-/
Le point Clorsque 0 < n < 1, (n # 2/3), est un col, les tangents des dey ;‘/
courbes intégrales passant par C ont pour pentes ®, / \
31 — 1)(3n ~ 2) In -2 ) B,
m, = . oMy = /.
nin + 1) 2n , )
1494

3
Figure 12 Comportement A linfini

Nous avons dé€ja trouvé I'une de ces intégrales, intégrale (I) qui est tang
a la droite de.pente m, en C. On peut de plus montrer que le long de |’
intégral tangent en C4 la droite de pente m,, { varie de facon monotone
gardant une valeur finie. La courbe { = (; correspondant au point C,
nous 'avons vu, est une caractéristique. est en général une frontiére tr
sonique de 'écoulement.

1

133 Allure du réseau des courbes intégrales

Compte tenu des résultats indiqués, on se rend compte que I'allure générale
des courbes intégrales pour une valeur de n comprise entre 2/3 et 1 est celle
donnée par la figure 13. Mais cette connaissance qualitative risque d’étre
Poimt D (s = 1/3, ¢ = 1) souvent insuffisante pur résoudre un probléme donné. Une des difficultés
C’est un noeud mais qui n’est pas régulier (A la différencede 4). In’yad
que deux intégrales réguliéres. [.'une d'entre elles est précisément I'inté

(1) déja mentionnée.

Caomportement & l'infini  L'étude du comportement 4 I'infini des cour
~ intégrales est un peu plus délicate. On notera qu'un tel point correspond
lignes { = 0, c’est-2-dire aux demi-droites portées par I'axe des y. Lest
tats sont les suivants (figure 12)

—dans le cas général, les intégrales se comportent comme
s=K(et)”, e = I

on dit que de tels arcs sont des arcs B,.
—plus particuliérement, on peut avorr
a) une branche pour laquelle s = ¢

on dit qu’un tel arc est un arc B, (le point correspondant est un col)
b) une branche B, telle que

203n — 2)(3n — 3)s =17 Figure 13 Allure des courbes intégrales
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Daos cctte application, on sait que i'image dans l¢ plan de ’écoulement
by voisinage du demi-axe des x négatifs est 'arc de courbe (&7,),. Il suffit
Ktudier le demi plan y > 0. Donc il faut, pour obtenir I'image de I'écoule-
kent, envisager une réflexion de cet arc A I'infini (x = 0) et vérifier que I'arc
fléchi aboutit en définitive en A(y = 0, x > 0).
Sur la figure 14 on a tracé’alluredecette courbeintégralepour2/3 < n < 1.
Joici quelques commentaires justifiant ce tracé.
I est facile de vérifier que dans le cas limite » = !, la courbe (), est
implement la droite s = r—autrement dit ¢'est un arc B, a I'infini, la réfte-
fion en B, raméne sur cette droite. La solution correspond 4 un cas banal
4ans intérét,
[ Pour ninférieur 4 | mais voisin de 1,1'arc ( &, ),subit AVinfini une réflexion
Weégulicre de type B, et revient en A selon une courbe distincte de (.%/,), mais
ituée dans le demi-plan ¢ > 0. L'écoulement est entiérement subsonique.
Yo — By =0 ette disposition change lorsque le retour en A aprés la réflexion B,
“ T (#Pcffectue suivant I'arc exceptionnel &.. Or, nous avons trouvé plus haut

Aux solutions homogénes de I’équation (6) correspondent des solutiolue cette circonstance se produisait pour # = 5/6.
§i nous continuons 4 faire décroitre n, nous obtenons encore unretour en

homogenes de I'équation (40) et réciproquement. Les solutions homogend
@4, mais I'écoulement a une partie supersonigue. Cette disposition resle

de (39) sont de la forme

alable jusqu'd ce que n prenne la valeur remarquable n, pour laquelle,
aprés la réflexion By, la courbe va passer par le point singulier C. On peut
montrer que #, = 4/5.
& Si on fait décroftre encore a, on obtient une solution sans signification
physique car I'écoulement correspondant aurait une ligoe limite.
En conclusion, les seuls cas intéressants 4 retenir soni ceux correspondant
¥ 'intervalle 4/5 < n < 1, Reste A interpréter ces écoulements, A cet effet il
est utile de déterminer pour ces écoulements les fonction ¢ et 7 ainsi que et

en effet consiste A saveir commet s'effectue ta réflexion d'une courbeiil
tégrale en A4 (si 'écoulement étudié comprend une demi-droite portéec
Ox), comment s’effectue “la réflexion & linfini” (si I'écoulement étng
comprend une demi-droite portée par 0y). Une étude plus précise risq
donc d'étre nécessaire. -

Eq fait, dans le cas des écoulements plans, seuis considérés ici, il g
possible de procéder A une intégration analytique de I’équation gra,oe
nlﬂ.éthodc de I'hodographe. Si on effectue sur ’équation (6) une transfors
tion de Legendre faisant correspondre & o(x, y) Ia fonction y(u, v) parl
formules ,

X=ux+¥W-—o9
x=xu1 y=Xv

on voit que y(x, v) est solution de I'équation de Tricomi

j 443
= VP . = —
X = v’g(n) o

ct g n’t;m fonction que de ¢, puisque 7 = 4¢¥9+2 Or, si on prend la
formation de Legendre de (10 on a:

X = + W = = yor v,

ol H({) est une fonction de { qui s’explicite complétement A 1"aide de fet df

_3n -2 _3p -2 AC
Peamoy "ty @
Le fait important est que g(n) est une solution de I équation hypergéométrigm ’ \K‘Q -é>'7">'E
de Gauss, et par conséquent une fonction facile A étudier. Les formules (¥R 2>n>4 o < “
donnlem alors immédiatement |'écoulement correspondant dans le plufy. & S < T
physique. Nous ne pousserons pas plus loin I'étude de cette question quies ' \S\ <y
de nature particuliére. ) 1 ™ o~
>h Z T
. . % _lo- — o T'I-:A-

I1.4 Apphea'tmns: Etude aux Grandes Distances de I’ Ecoulement 5 :,;? g 5 4 ’

Symétrique Antonr d’an Obstacle Borné on Semi-infini 6 n % E>h>?
I'?I.C‘us Rnous concentrerons dans ce paragraphe sur I'étude de I'éconlement i An> 35' n=1 1>n>3 e
Pinfini autour d’un obstacle ayant un axe de symétrie et placé symétriqu N

ment dans I'écoulement. Figure 14 Evolution de Vintégrale (&), pour n decroissant de 14 2/3
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Mais il existe une position particuligre du choc—ct une scule—pourlaquelle
Wimage de I'écoulement en aval du choc est précisément arc (#)s. Tel est
1 particulier I"écoulement asymptotique que I’on obtient pour des obstacles
le dimensions finies, (figure 15).

et 9 introduites plus haut. On trouve d’abord que 4, le long du demi-ay
des x positifs est proportionnel 2 x™ ayec m = (4n - 3¥/n :

n=1-m=1l
onnoteraque jn=4%-m =}
H=§—um=i_

[T}

Aifm' ces écoulements sont ceux qui se produisent autour d’obstacles semi infullh
qui aux grandes distances on un comportement asymptotique de la formd

Y = pxm (4 M=

Ay 3 . -

Ol /m €5t corapris entre 1/4 et 1. On voit qu'un tel écoulement est continu -
infini. 57 des chocs se produisent ils sont tous compris dans un domaine borné%: >
. ) _ ;

—S12/5 < m < 1 I'écoulement n'est jamais supersonigue A 'infini; -

—Si1/4 <m < U5 I'écoulement est supersonique auvoisinage de I'obstadl : :
5 Lipne sonique

a I'infini et la ligne sonique se comporte comme

__3
4 —m’

c Frmbi.rltmﬁmifu I \ Ly L2

v

L1120nds de choe S ¢

- :;l,ﬂgure 15 Comportemnent A 'infini de l'écoulement autour d'un profil. n = 4/3, m = [/4

x=Cy% n

—5i on &erit (43) sous la forme, L étant une longueur,

- )

on vérifie que le coefficient de pression est de la forme

3 On ne saurait trop insister sur le fait suivant: tous ces écoulements (cor-
“Wrespondants & n = 4/5) sont identiques jusqu’a la fronriére transsonigue qui
<t la courbe { = (. = constante dont I'image est en C—on 'appelle aussi
parfois “caractéristique limite”’. L'existence de cette frontidre transsonique
est I'une des principales propriétés d'un écoulement transsonique. Sa signi-
¥ fication physique est claire: une perturbation infinitésimeale produite en
amont affecte tout le domaine subsonique; une telle perturbation produite
& to aval n’affecte pas I'écoulement subsonique amont.

- Soulignons en terminant que la détermination de ce nombre #, revient,
& comme nous 1'avons déja dit, 4 résoudre un probléme de valeurs propres.
Le cas limite o0 n = #, = 4/5 requiert une attention spéciale. Nous avong Dans le cas présent la valeur trouvée n, = 4/5 peut s’obtenir en s’appuyant

vu que I'écoulement avait pour image un arc passant par le col Cet sep Sur la représentation analytique de la solution & ’aide des solutions homo-

longeant jusqu’a D. Or, le point D, pour des raisons physiques, ne peut & frénes de ’équation de Tricomi évoguéde 4 la fin de I1.3.3. T se trouve méme

atteint et, par ailleurs, nous souhaitons aboutir au point 4 afin de couv %u'il est possible de donner une représentation analytique simple de cette

dans le plan physique tout le demiplan § = 0. L’écoulement comprend di¥ folution en faisant appel uniquement 2 des fonctions algébriques.
nécessairement une onde de choe. ¥ Il n'est pas possible d’envisager ici d’autres applications des solutions

Ce choc, qui permet de “sauter” a travers la droite 1 = 5% peut avoir uiomogeénes étudiées dans ce chapitre.
image amont placée arbitrairement entre C et D. L'arc intégral issu df
I'image aval passera finalement par 4. I:onclns"ion

En général cet arc sera distinct de (s4,)s et par suite I"écoulement correg . : ;
pond A un obstacle semi-infini de forme (asymptotique) B Nous espérons avoir évoqué, d'occasion d.cs quelques exemples rapidement

. A eavisagés, les méthodes d’études des solutions homogénes des problémes de
‘physique mathématique et leurs principales applications.

(y + DB Cp = a(m) <%’) 2Am- 133

—Si 2/5 < m < 1, la trainée du demi obstacle est infinie. Elle est finie s
4 <m < 2/5

y=Cavs
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Rappelons que ce sont des solutions

ordre—et d'autre part de la possibilité ultérieure de réduire I'ordre de ce

celles qui sont attachées a upe lo; de conservation. Leur détermination eg

trés :v.lmpliﬁéc €1 peut méme souvent étre effectude explicitement. Elles o
aussi souvent une interprétation physique intéressante. Dans les a.utres o
la détermination de la solution homogéne intéressante pour un roblé‘
donné peut s’avérer ddlicate; dans les cas lesplusdifficiles, on auraé.pr&oud

un probléme de déterminati i
un 5625 quelone poy po r:l:o;; ge valeur propre (et de solution propre), dan
Ce qui fait I'intérat majeur des solutions homogenes, c’est que, de facor
assez generale, les termes dominants du développement asymptoti;;uc d‘uoge
s’c?lun?n compléte au voisinage d'un point remarquable ou au voisinage d
I 1pﬁm sont des solutions homogenes. Elles apparaissent donc comme?igéter
mm:'mt.des comportements asymptotiques locaux, .
L’objet de la suite de ce cours sera consacrée, par opposition, 4 1a recher.
che de comportements asympiotiques globaux des écoulements. '

Remarques Complémentaires pour la Premiére Partie

' invariantes par un sousgroupe df
groupe des transformations d'échelles qui laisse invariant l'ensembf: dé

solutions, Leurl étude'est facilitée d'une part en raison de la diminution df
nc?mbf'c de va.na_bltm m_dépcnde.xmes——-da.ns les exemples traités leur deéted
miunation résultait de lintégration d’une €quation différentielle du secont
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fes solutions et des sous-groupes quilaissent invariante une solution, Le réle
ies groupes en mécanique des fluides a été dégagé par plusieurs auteurs.
[itons 2 titre d’exemple Birkhoff (1950) et plus récemment Ovsyannikov
1962). Mais dans le cas présent il n’est pas nécessaire de connaitre la théorie
des groupes continus pour pouvoir comprendre 1'usage qui en est fait, érant
Fonné leur caractére tout 4 fait élémentaire,

Les sections 1.1 et 1.2 sont tout A fait élémentaires et ne font que reprendre

. . 'w uestions trés classiques traitées dans la quasi totalité des cours de
Dans I'ensemble des solutions homogénes, i faut distinguer spécialemen : X .

fcanique des fluides. La section 1.3 s’appuie sur le chapitre X du second
polume de Zel’dovich et Raizer (1965) auquel le lecteur qui voudrait appro-
fondir les conditions dans lesquelles on peut employer cemodeledetransfert
ermique radiatif en physique et les conséquences des résultats obtenus
pourra utilement se reporter. L'équation traitée se rencontre également dans
o probléme defiltration traité par Barenblatt (1964). Uneétudeplus élaborde
du transfert radiatif mettant en oeuvre une perturbation singuliére de la

-Jrolution donnée en 1.3.2 a été présentée par Traugott (1970).

La section L4 ne peut que donner un premier apergu sur les solutions
homogénes de la théorie de la couche limite. La question est reprise dansle
cours du Professeur Moffatt. On trouvera dans la contribution de Jones et
Watson, au chapitre V du livre édité par Rosenhead (1963), une étude plus
poussée de ces solutions qui ont joué un réle considérable et des références
nombreuses aux travaux qui leur ont été consacrés.

Le section II reprend 'exposé de base de I'auteur (1964), mais en se limi-
tant ici pour simplifier au cas des écoulements plans. On a du, faute de temps,
limiter ['exposé des applications et renoncer 4 évoquer !a question intéres-
sante des lois de conservations particulidres assocides 4 chaque solution
homogéne. L'introduction des solutions homogénes en transsonique est due

Ity a beaucoup d’ouvrages consacrés a I'analyse dimensio i
cxc_mplc ceux de Bridgman (1931), Palacios ( {962), Pankh?l:s?ﬁbat)og:izf
Guilhem .( 1962) ete. Mais la plupart d’entre eux n’aborde guére la q{wstion
des solutions homogenes. Le céldbre livre de Sedov (1969) par contre leur
rfsewe une large place et a contribud largement 2 la prise de conscience de!
Vimportance du sujet et de son caractére général. En réalité, rares sont les
ouvrages de mécanique des fluides—pour ne parler que de c’cux-ci——or) ne
ﬁgurt_:nt pas des so.lutions homogenes. Il ne peut &tre question ici de tenter
de faue un inventaire de tous jes exemples intéressants quel'on trouve d
I.@t htt‘ératurc. O n’en reste pas rnoins quiilyapeude monographies ou mémg
d’articles de synthése consaerés a I'étude générale de ce type de solutions. I
fau_t toutc;:fois citer la récente contribution de Barenblatt et Zel’dovich ( 19‘f2)
qui peut &tre lue avec grand profit, surtout sion a déji une certaine connais-
sa:;]ce de quelques exemples dans telle ou telle discipline,

[ous a paru intéressant de préconiser I'introduct; i
partir du groupe de transformations d’échelles quilaisst;?rlljviiiﬁ ;2:11;2;[1;1:

4 Guderley (1957). On trouvera dans le livre de mécanique des fluides de
Landau et Lifschitz, I'étude plus précise de l'écoulement asymptotique
autour du profil au nombre de mach M = 1. Signalons encore pour le lecteur
intéressé les travaux d'Euvrard et de ses coilaborateurs qui ont déterminé
les approximations d’ordre supérieur et utilisé les résultats asymptotiques
pour calculer par une méthode numénque originale I'ecoulement complet
autour d’un profil symétrique donné A M = 1.

I aurait fallu évoquer bien d’autres questions et tout spécialement le
chapitre trés important des écoulements unidimensionnels (rectilignes,
eylindriques ou sphériques) d'un fluide parfait compressible. Le livre de
Sedov et le livie de Zel'dovich et Raizer contiennent des développements
trés complets sur cette classe de solutions aux applications varides. On
pourra consulter sur ce sujet les récents travaux de Oppenheim et de ses
collaborateurs {1972).

Nous mentionnerons encore le rapprochement fait par Barenblatt et
Zel’dovich (1972) entre les solutions homogénes et les ondes stationnaires.
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Une solution de ]a forme

9= n"f(iv)
i

si on pose

YEUXIEME PARTIE Méthodes de Perturbations
\ Singuliéres

o = Log% t = LOg 7, X = LOg Log(D) = fle?), Introduction

s éerit 4ans la premiére partie de ¢e cours, nous avons étudié le comportement
Mpymptotique Jocal des solutions de problémes de mécanique des fluides en
@iégageant I'importance 4 cet égard des solutions homogenes qui, tout en
¢ a la forme d’une onde stationnaire gdoustituant certaines solutions exactes de problémes particuliers, fournis-
ques des solutions homogenes, sur leglifnt de fagon plus générale la partic dominante, au voisinage de certains
ints ou A I'infini, des solutions générales.
.. , Nous voulons aborder maintenant I'érude asymptotique globale des écoule-
sfggr?é&?efzzil;:;;] :;ggizs I:?nt donc en que,lque sorte analogues aufgents. Celle-ci s'impose en raison des_difﬁcultés trés prandes que I_'on ren-
des ondes stationmares eme nature que I'on rencontre dans I'étydientre dans I'étude générale des solutions exactes du systén_le régissant le
Signalons enfin une -in énicuse. généralicnr . Aomportement de m_)mbreux_écoulc_ments. On est donc conduit, lorsque ge]a
arley (1966) conduisaat agde”o[::m_gen ralisation due 3 Cumberbatch erfsavére possible, a tirer parti du fait qu’uj-l parameétre d_u probléme, soit ¢,
Stationnaires en dynamique d 0ns nouvelles pour [es én;oul:rnents noulie > 0), reste petit, pour rechercher, au lieu de la solution exacte, les pre-
que des gaz, dépendant de deux variables d’espace fmiers termes (parfois le premier seulement) d'un développement asymptoti-
1§que selon une suite d’échelles asymptotiques &, (e) décroissantes—par
Hexemple dans le cas le plus simple € 0l n est un entier positifn = 1,2, .. ..
La structure du systdme a étudier laisse prévoir trés souvent la méthode
:Md'itération “naive” qui semble la plus naturelle. Mais dans de trésnombreux
+4cas, le développement asymptotique ainsi obtenu ne constitue pasune appro-
-fJumation uniformément valable dans le domaine qui nous intéresse, ou bien
1 n'est valable que dans des intervalles trop restreints des coordonnées
d'espace et de temps pour étre vraiment porteur de résultats ayant un intérét
indiscutable. On a pris I'habitude de dire quand il en est ainsi qu’on a affaire
iun probléme de perturbations singuliéres, le probléme correspondant 2 une
valeur petite mais finie de ¢ étant considéré comme une perturbation du
probléme plus simple—dit non_perturbé—correspondant 3 ¢ = O et pour
lequel on suppose connue la solution.

La suite de ce cours se propose de dégager quelques méthodes d’étude de
telles perturbations singuli¢res. Pour étre mathématiquement rigoureuse,
une telle étude doit conduire A la formation 4'un développement asymprotique
en ¢, dont on démontre effectivement qu’il constitue le dédveloppement asymp-
totique uniformément valable de la solution cherchde. De telles preuves
définitives ont effectivement été obtenues dans un certain nombre de cas;
elles sollicitent "habiieté et I'imagination des mathématiciens qui ont encore
dans ce domaine un large champ de recherches importanies 3 mener d bien.
Néanmoins, nous n'évoquerons pas ces travaux dans ce qui suit.

Par contre, nous traiterons des méthodes cohédrentes 4 utiliser pour former
ces développements asymptotiques de solutions, sans counaitre ces solu-

b=gt+gx —w)
en particulier si ¢ = 0, la fonction
vitesse y. Les propriétés asymptoti

quelie’:s NOUs avons insisté, et les problémes de valeurs propres généralisée]
que on rencontre dans la détermination d'une solution homogene répon

65
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tions, sans méme souvent avoir la garantie mathématique de leur existencedl) o est un paramétre petit si bien que la force de rappel est imb]e;“_er;:
de leur unicité. Quelques raisonnables que puissent paratre les résulta@ln linéaire, 4 I'amplitude de I'oscillation. On posera € = ads mo” =K
obtenus, ils ne seront donc jamais, au cours d’une telle étude, établis avell= 4 ¥, ¢ = wi, pour obtenir une cquation équivalente sans dimension
une totale certitude. Mais néanmoins les exigences de cohérence posées dfec les conditions initiales approprices (V = dY/dey:

surtout I'expérience acquise dans de multiples exemples fournissent ug
garantie pratique et quasi certaine de la validité des ces résultats. Les md@
thodes de perturbations singulidres constituent done des outils de choix poull , .

aborder des problémes dont la complexité rend I'étude mathématique, sindflemouvement est périodique comme le montre Iéquation donnant son
impossible dans I'état actuel du développement scientifique, du moiffllage dans le plan des phases (Y, V)

extrémement compliquée et les résultats de cette dtude souvent trop limitd VT 4 YD) — e Y= A2 - < A

pour pouvoir étre exploités par le physicien ou 'ingénieur. . ‘obtiendrait en
Le premier chapitre constitue une introduction aux diverses méthodefn développement “naif’* de la solution cherchée sobtien
fsant:

de perturbations singulit¢res reposant sur I'étude de modéles différenticjil
trés simples. Le second chapitre traite cssentjeliement de problémes d4& Yo, €) = olt) + ) + €@ + oo )
bLa substitution dans (2) montre immédiatement que:

couche limite en mécanique des fluides; il n’est pas besoin d’en soulignd
méthodes de perturbations singulidres est celui de la propagation des ondefl

&Yy _ e =0;=0Y=4V=0 )
dt

I'importance. Un autre grand chapitre ol s’appliquent avec profit certaing

- 2 , .
non linéaires de faible amplitude. Vu son intétét propre, il constituera el  p, = cos ¢, d_hzl + hy = ki = cos?t, B (0) = h{(©0) = 0 “)
fait la troisiéme partie de ce cours. ' dt
i par suite:
III Introduction, sur des Modéles Differentiels, des Diverses 1 i . {5
- — =t i
Méthodes de Perturbations Singuliéres hy{1) = 55 (cos 3 —cos 1) + g sin

L ) smati "est pas bonne; d’une part on ne voit pas ap-
Dans cette section, il ne sera pas question de mécanique des fluides. I est o L apprlongilgzaggfzte]:p érigd e et d’a’utrc part, la présence dans (5
“diqué en effet d’introduire les méthodes que nous voulons exposer sur [ aitre 12 Mo '

3 . : : : ’ fective-
modgles simples d’équations différentielles, dont on connait souvent la sl ter:;‘le Zn; Eln;c(z?rzﬂm?gﬁiﬁgi?;t‘é:;ﬁ; ?)H:: ;dl(t])r?;t: ﬁxfrféf: ﬁ;lie,
tion générale. La plupart des exemples considérés ont une interprétatiof TO 8; r[Si ;rq= 0 (e"), ce terme est du méme ordre que le premier . La

ph){stxqu:, dxgllm d mtérétt. Nous la signalerons le plus souvent, sans toutefoi ¥. once de ce terme en e 1 sin ¢ est due 1a résonnance artifielle introduite
insister trop longuement.

b ous cor ‘ii ¥ N . - .
une équanon dl”éleﬂt.lcllc (“‘l se trouve ]mph ué un CI]'1 ! (Ihléllle est un Ili(lh‘él 1¢ dc Ilel‘ul ball““ Sitlgullétc et plus pI‘éClSéanT.
q p PaJ amélre € 3

g | “sdeulaire” ou *cumulatif”. .
(€ » 0), et pour lesquels la recherche d’'un développement “naif” en pu t’):'p M . ¢ est de “distordre” convenablement la vartable temps
échoue. Nous aurons ainsi ['occasion de mettre en évidence diverses silz\gu'-| Lidée de Poincare est <o

ité i é : i tn | isant une nouvelle variable temps ¢* définie par
larités qui peuvent étre rencontrées, diverses méthodes d'attaque pour introduisant u o ®
recherche d’approximations convenables, diverses particularités présentées f=1* e filt) + )+ | . !
par s solutions. F Eh les fonctions f;, f; - - - doivent étre introduites pour éviter la présence des
' k. mes séculaires. On cherchera alors la solution de (2) sous la forme
III.1 La Méthode de Poincaré

,

Y(Le):Yo(t*)+eY|(t*)+.... N

ire i i duiten

Nous commengons par 'exemple bien classique de 'oscillateur non linéaire f Lintroduction de (6) et de (7) dans le premier membre de (2) «:;mu ;tll 0::1 :

gouverné par 'éguation olant 2 0 les deux premiers termes du développement en € anx €q

: 1y, d¥; dY,

d? 2 4y N dfy 'Y, 1 dYo ®)
ms+ My —ay) =0 O _—irﬁ t¥o=0, Sliay e ne 2 gt g
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dla série en ¢ converge pour tout § &« x & 1 o0& > 0, mais le rayon iz
fpvergence tend vers zéro si x tend vers zéro. Le développement n'est p

formément valable dans 0 &« x < 1. Pourtant la solution exacte

Compte tenu des conditions aux limites on a d’abord:

Y, = cos t¥,

et le second membre de (8), s'écrit alors: o 2 1 +x |2 x (12)
1) = (_) P LAY [
éc:os o +—I-cos 3t ~21f'-cos > —izjisin ¥ S | L g : t
4 4 dr* dr*? -  nie en x = 0. La raison de cet échec tient ?f ce que 1;‘4‘%3“8":1;;:’6
" : if porte cettesin
On évitera la présence de termes séculaires si on peut choisir £, (1*) poifigguliére lorsque x = —¢€ £, alors que le procédé naif por g

ix = 0

faire disparaitre les termes éventuels en cos £*, sin #* dans ce second membr . o -
p Introduisons la “'distorsion’ de la coordonnée x:

Nous écrirons donc:
d?, df,

; 3
sin !.F+ 2 cos I‘F=ZCOS r*,

(13)

x =5 + €x,(5) + €2x3(8) + ..
i cherchons f sous la forme d’un développement

14
S ) = (5) + KO + EAE) + oo oy
; i t la dériva-
sinze Y300 +C Substituant dans (10), on obtient (en désignant avec un accen
di* 3§ ’ fon par rapport 4 s\
ol C, est une constante d’intégration mais qui doit étre nulle pour quef, (f* '

ne soit pas singuliére en * = 0. Ainsi f| = §*, ce qui assure que 7 =
lorsque 1* = 0, et an obtient le résultat:

Y, ¢} = cosi(l — Je)th (9

A cet ordre d’approximation, on constate que le mouvement est encor
harmonigue (des harmoniques d'ordre supérieur apparaissent lorsqu'on
veut chercher f;(r*) et Y,(¢*)). Mais on a mis en évidence la dépendancp
de la période vis A vis de e. La comparaison avec la solution exacte montrs
que celle obtenue est exacte 3 O (¢?). La position approchée de "oscillation o . _ 0), laseconde
définie par (9) sera encore voisine de la position exacte 3 O (e) prés au bouj b choisira x,(s) pour que, au voisinage du point smg.uher (s =0),
d’un temps de Pordre O (e~'}—c'est-3-dire d’autant plus long que ¢ s proximation ne soit pas plus singuliére que la pr emiere. de x,(s), Usuffiten
petit. Ceci laisse encore une grande laﬁtuFudc dans le tl:h‘cnx e x,{5).

.Riffet que, au voisinage de s = 0, on art pac exempie:

soit:

1 +S‘ (15)
5

('s:fl)l-—_'. 1! f(l) =2! soit .fl.(s) =

(fyy = filsxi — X2 = 1) = Tl = ) =41 (16)

fy =S w0+ 152

La régle pratique que I'on peut utiliser est fa suivante:

ITL.2 La Méthode de Distorsion des Coordounées (Lighthill)

V + 25 (18)

5

+ (9

. §) = —
La méthode de distorsion peut étre appliquée & d’autres probléemes defy x3(5)

perturbations singuliéres que ceux de type cumulatif. bvec £4(s) = 0(5). Le terme en € dé
Soit par exemple & chercher la fonction f{x) définie dans 0 « x <« || v[s)_ : oint mest besoin de calculer f
vérifiant 'équation et la condition aux limites 5) P

f(x, €) sera alors déterminé par fils)et
{s). Si on prend § = 0l vient:

I + 25
9 | L+ D ox =8 — + ...
= 4 ..., X =8—¢€
(x+ff):£+f= 1,  f()y =2 (10)] flx, €) B 5
La recherche **naive’” d’un développement en ¢ conduit 4: Fsoit 2 l .
i X tx e
f_l+x_E(l—x)(1+3x)+€;(l+x)(l—x(1+3x)+ (11) f(x,e)={(g) +2— + 1 z (19)
= 257 5.5 ’
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En comparant avec (12) on note que la différence entre la solutio

et la préscate approximation est bornde par (3/2/ \/2_) exac@iine remarque essentielle pour ce probléme consiste a4 noter, dés le

intervalle {0, 1] car (€)' dans togart, que sa donnée implique deux échelies de temps, celle de la période
’ % 'oscillation non perturbée égale ici A I'unité et celle donnée par ¢ -
x\? l +x 12 2 présentant la durée nécessaire (trés longue) pour que les effets d’amor-
@) 2t [ saten]
Je
(2 + 201 + x)e +4e2]7% ¢ [x2 1 201 + )¢ 7 R

@:ement soient appréciables. Il est A prévoir que ces deux échelles vont
ker un role dans le probléme et que le fait que leur rapport soit infiniment
est uniformément bornée dans tout intervalle fixéd ¢ « x
par Ke?oll K est une constante dépendant de a,

pht va entrainer Ie caractére singulier de notre probléme.
@Nous introduirons donc une variable temps £ définie par:
‘ P
f=c¢t; (22)
On noterg d’ailleurs que, accidentellement ici, si on prend {:(s)
{3/ 2.)s {ce qui assure que x,(1) = 0), on retrouve par ce procédé d’appro
mation la solution exacte (12). 1 o =t(l +ean+...) (23)
La ﬁglfrc I explique assez clairement la raison dy succés de la méthod) h N
La Qéﬁc1cnce du développement naif (11) apparaft au voisinage de § les e sont icl des constantes, la constante w, ayant &1é supposée nulle
frontiére x = 0 de I'intervalle limite ; on dit que ce probléme est un problar isque les termes en <f sont pris en compte par £
de perturbation singuliere du type “couche™ et plus précisément du t gle wéthode des échell;s muItiple_s e e e
“couche limite”. me d'une fonction de ¢, 1*, € ot ¢ et t* sont suppasés étre des variables
f
AW
' L]
\\ \’/-(ﬂ)

niépendantes, que I'on développe en e sous la forme:
\
i \Y
xs-ef A N
Y Ly TS

<1, otasl

bous dirons que f est le “temps lent”), et, comme dans la méthode de
nincaré, une variable temps modifiée construite A partir de ¢

Y(t, &) = Yo(t*, 1) + €Yy (1%, 1) + Yo(e%, 1) + -, (24)

On suppose que fes Yo(r*, 1) et leurs dérivées sont effectivement in-

dy aY¥, ) 8Yy oY
ar _ a7, Ze I+
> X G T et ) tegmregpla) s
Fi 1
| igare 232Y|+ 2,‘1&_,_... (25)
- -
{13 Meéthode des Echelles Multiples o )
dly a%y, 2
131 Oscillateur lindaire amorii ar - at*°(l M B e oreat
Nous allons a4 nouveau considérer un ion si idrel
' probleme de perturbation singuliére§. 2 2 ! :
de type cumulatif ou séculaire, de [oscillateur harmonique; celui, ty ; elan? T € 3,3’; + 262;:*1;} el Zl 3:2+ .
4 d

z:mplc,_de la pertgrbation par un ameortissement linéaire. Utilisant de supi '
es variables réduites, nous écrirons I'équation sous la forme ‘% En substituant dans (20) et en annulant successivement les coefficients
d¥ ., dy 1

S22 yoo .
dr? ds ’ (
| Po y o BV g _ 2% %
¢t, pour fixer les idées, nous prendrons les conditions initiales: | SENFTE 0 ar*? : ar*at ar*’
dY ’ 2
Y(0) =0, ——(©) = 1. 81y, B 8Y, _ Y, _ 0¥, 3%, ,8Y, %
& O Gt Vi= eGR4 e e O
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es conditions initiales, d’aprés (25), montrent que

4,0 =0, B,(0) =0. (34)
kn ne peut étre dit de plus & ce stade pour les fonctions 4, (1) et
(0)-

[ Toute information complémentaire provient de I’équation en Y, pour
quelles nous voulons éviter les termes séculaires. Or elle sdcrit;

OLJ:t;irellcme:qt. on obtient ainsi des ¢quations aux dérivées particliy
pa : es fon_cnons de 2 variables introduites, Mais leur intégration:
ramene en fait 4 celle d*équations différentielles.

Compte tenu des conditions aux limites, (26), donne

Yo(t*, 1) = Ay(7) cos 1 + By(t) sin ¢*,
avec {utiliser (25)):
A(0) = 0, By(0) = 1.

8y,
at*l

‘ _ - + Yy = (1 + 2a,) exp (—7) sin 1* +

éh(::r Cs}tlade les _fouctxons AD(:)_et By(r) sont donc largement indétermin 2 ’
Ons maiatenant Y, (r*, 7). L'équation (26), s"écrit: aA dB

d4 2[{=Fsin* — == cost*} + 2(4, sin t* — B, cos t*).

T+ ¥, =2 %o, e _dB a @

EYE ) @ St - 5 o I 1+ 2{d,sin t* — B, cos

Pour éviter les termes séculaires on pourra prendre:

Pour éviter les te € i i ]
rmes séculaires on peut imposer: 2 (d—-@ + Al) + (2w, + Dexp(-1) = 0. 33
i, a3, dt
@ tAe=0 4B =0,
g_' + Bl =0
dr

Soit, compte tenu de (28):
Ay(#) = 0, By(r) = exp(—1).

A ce stade du développement on a obteny I'approximation (27), soit

Si le terme non homogéne dans (35) n’était pas nul, il apparaitrait dans
4, un terme séculaire en 7 exp ( —7)qui ruinerait la qualité du développement.
ompte tenu de {34), on est donc conduit A écrire

Y(r, €) = exp(—er) sin ¢ . i
qu’il faut comparer i la solution exacte Av=0 Bi=0 v =

Y = exp(—e¢) sin (%————~ < I).

1 —¢

¢t au stade d’approximation atteint, on a obtenu
Y = exp(—et)sin [(1 - 4ee} + ---.

ette fois la période est déterminée a O(e*) prés (et méme O(e*)) et approxi-
mation trouvée est uniformément valable & O(e?) prés.

F On peut résumer les caractéristiques essentielles de la méthode des
{chelles multiples telles qu’elles sont apparues au cours de cet exemple
B démentaire comme suit:

Lorsque les données du probléme font apparafire que le petit paramétre
e est le rapport de deux échelles de temps—il en serait de méme de deux
ichelles d espace—la méthode consiste @ introduire deux variables de temps
construites avec ces dchelles ('une d’entre elles étant éventuellement

Nous avons ainsi, dans ce cas simple, obtenu I'ampiitudC-—icmemen distordue) er d envisager le développement formel de la solution en e, chaque
Y coefficient du développement diant fonction des deux variables temips ainsi

variable-—3a O(e?) pres, mais aucune modj .
) odification pour Ja périod

chons 2 calculer ¥,; d’apres (29) et (30)on a periode, Cher | introduites considérées tout au long du caleul comme indépendantes. Pour

déterminer complétement un coefficient de ce développement, il ne suffir pas

de résoudre I'équation o il apparait pour la premiére fois. Les indétermindes

(36)

€l qui constitue bien une approximation A Ole) prés dans tout interval

la rme Ky & 3 » K ‘
& € [ ] év’ O eme

Y=l _ er)sins

qui n’est une approximation valable & O(e) prés que dans un interval

beaucoup plus petit 0 « ¢ £ K = <
terme séculaire). <A K= O, @ cavse de le presence

4

¥\ = A,(f) cos £* + B,(f)sin t* - (3
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qui demeurent nécessairement sont & choisir ex im

laguelle apparal le terme sui posant que I'équation dy fon premidre approximation

- 2a sint + ... (40)

Val — (g7 — &) exp(—et)

"Ce premier terme montre 2 la fois existence du cycle limite (obtenu pour
= 2)etla maniére dont une solution tend vers ce cyclesia# 2. L'amplitude
Wric trés lentement pour attiendre finalement la valeur 2 (fig. 2). Pour
otenir le glissement de ta fréquence en O(e?), il faudrait effectuer com-
4y 1Ay 1 /ayys litement la détermination de Y, (1, {), éventuellement en introduisant une
ds? a3 (Ez_) J +Y=0, (37 istorsion possible dans la variable de temps rapide 1.

au mieux cette validitd,

{11.3.2  Approche dy cycle limite de [oscillateur de Van der Pal
I convient sans doute de

et cherchons la solution pour laquejle 1
Y(O) ) O! 51—}, ) c"cj. {imile
O 0) = a. (3
Nous nous cont i i |
ntenterons de déterminer le premier terme et par suite ] 4

deux variables temps seront f ef f = ¢¢. Nous écrirons

Y, ) =Y. D) + ev,(1, )+ -
Cn obtient aisément d’abord
%y,

o +Ye=0, ¥, = Ag(f)cos t + B,(1) sin 1, A,(0) =0,

Figure 2 Approche du cycle limite

81114 La Méthode des Développements Raccordés

. B0) = a, Nous avons déji signalé que lorsque le paramétre petit ¢, présent dans
puis I'équation définissant Y l'énoncé d'un probléme et qui incite 2 le traiter par une méthode asymptoti-
22y ) -Rque, est le rapport de deux longueurs ou de deux temps, on doit s’attendre
S+ Y, = 2 o'y, 1 oy, 8¥, @4 rencontrer un probléme de perturbations singuliéres. Nous avons déja

ot aar 3 (3:) dr (39envisagé, notamment en IIL3, des exemples de tels problémes de Lype

J cumulatif ou séculaire. Dans ces exemples le développement naif qui ne peut
Jienir compte des effets dus au temps lent conduit 2 une solution approchée
i n’est valable que pour des durées trop courtes pour étre intéressantes et
qui de plus ne rend pas compte de propriétés essentielles du mouvement
(par exemple de sa périodicité). Par contre, la méthode des échelles multi-
B ples, introduite sur des exemples, permet d’obtenir une représentation trés
W satisfaisante du phénomeéne physique considéré.

Nous avons aussi, en IIL.2, traité un exemple de probléme de type couche
limite, nettement différent des précédents, en ce sens que la non validité
de développement naif se produisait et de fagon catastrophique dés le
| premier terme au voisinage méme de la fronti¢re du domaine d’¢tude, A
wrai dire ce probléme de couche limite était de nature assez spéciale. Ceux
gue 'on rencontre habituellement apparaissent liés aux cas ol le petit
coefficient € figure en facteur des termes contenantla ou les dérivées d'ordre

af) = 2 exp(if)
V1 — kexp(-r1)

F)I‘.} I_cel &sont des constantes rée
initiales o{0) = i a. On a donc:

Ay =0, Bu:——uzi_____

Val ~ (a2 — 4) cxp(—i),
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ce de y(x, ) vers p{x} cst uniforme dans tout intc_rvalle fixe ’fermé
¢ x <1, (a >0), maiselle n'est pas uniforme dans lixnterva.:lle d éluc:c
1), et plus particuliérement au voisinage de x = 0,¢ est-a-dire dans la

limite. o ' _
E?;: dans cet intervalle qu'il faut faire intervenir la variable courte.

issons nous encore guider par (42); on voit qu'il convient de poser

le plus élevé, si bien que I'équation régissant la perturbation n'est plus
méme ordre que celle obtenue en faisant ¢ = 0, C'est ce phénomene
nous alions étudier maintenant, Bien que souvent on puisse en abord
I'étude par une méthode d'échelles multiples, il est plus habituel et d'aill
plus intéressant de le traiter par la méthode dite des développements
cordés ou des approximations raccordées {matched asymptotic expansio
Nous aurons bien 3 introduire deux variables distinctes, de longueur
exemple, (une longue et une courte) mais chacune d’entre elles apparai
seule dans chacun de deux développements asymptotiques, qui ensembl
permettent une représentation satisfaisante de la solution damns tout
domaine étudié. Dlustrons de suite ces considérations sur un exempl

x =¢€l |
La variable “‘courte”, appelée aussi variable locale; est celle qu;} f:_sut
noisir pour décrire le comportement de la solution dans la couche limite.

j on pose

N | p 45
élémentaire. ot § —lim o = . )
IIT4.1  Etude dun modéle lindaire a coefficients constants on trouve aisement a partir de (42) que: | ©
Nous nous intéressons & la fonction y(x, ¢) définie dans Dintervalle fe lim  y(x, €) = 5O = (L —all - expl—{)). 1
) pactes conditons Comment aurait-on pu trouver (46) sans connaitre 42)? Telle est la
' i i d’examiner.
d d tion essentielle que nous NOUS Proposons € AC T
e aj; ' EI% me= 0 09 =0 e =t @) gug)snl nole d'abord que X = ef €st unc application linéaire conservant

l'origine telle que, si on applique formellement ljopératcur lim, él'éqllla::gz

Deux échelles de longueur apparaissent : ia longueur unité qui est celle ‘41) on obtienne effectivement, en faisant ensuite e = 0, une €quatio

de l'intervalle de définition et e. L’équation (41) sera considérée comme§. cond ordre “significative”’t qui s’écrit

modeie des équations de Navier—Stokes, e étant Panalogue d'un coefficientyl. 25 7

de dissipation su ¢ peti iti *équati ' . diyy dy _dy Y 47)

pposé petit. Dans ces conditions, I’équation obtenue etff,  |im { £ + === ﬂ) €= 42 + d ’

faisant € = O sera un modéle des équations d’Fuler régissant les écoulementsy ! ¢ :

de flurde parfait. Sa solution générale est ici trés simple: y = ax + b, mais & que, ensuite, (46) est bien une solution de (47) qui po?_r §= OIprend la

il est évidemment impossible de déterminer la constante b pour pouvoir valeur,O. Mais reste 4 déterminer la seconde constante d’intégration dans

satisfaire les deux conditions aux limites. T 7) pour obtenir (46).
La solution compléte du probléme (41) s’éerit ici explicitement: lngigrril;:rcq‘(i )al[LrS (subtilernent 1) que (1 — ﬁf) est da:ns (46) 1a vaE:tg

prise par §(£) pour § inflni et dans (43) celle prise par yopout ;st;nté

% Telle est la condition quil faut df:,cnrf; pcilé; :iecvlf; L:;?:;;Eﬁ;ogcrla e

' “ * entre o

gzsndcggéﬂc;;tc;(s ;a;t(:g)l: La condition de raccord g'derit dong 1¢l

#eo) = y©)
lim,_ lim, y{x, €) = Eimu lim, ¥(x, €),

ot il est entendu que lim, désigne I'opération du passage ala limite quand

- 2éro, x gardant une valeur fixe. o
E tgrlldd:tercs;ue l’équagtion (47) est |'équation de la couche limite du probléme

{41 et que y({) est ja solution de cette équation pour c¢ méme probléme.

e @

Si sur (42) on effectue le passage 3 la limite ¢ — O, on constate que pour
tout x # 0, y tend vers

Jx)=ax +1 —a @ -

qui est bien une solution de “I’équation d’Euler”

dy
& ~° (@)

el qui vérifie bien la condition aux frontitres en x = 1. Mais pour x =0,
la limite du second membre de (42) est nulle évidemment; dans le cas

i ' ' in. Voir 1144,
général ou nous nous plagons, @ # 1, elle est différente de y (0). La conver- TNous préciserons cette notion plus loin. Voir
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Figure 3

La figure 3 illustre les résultats trouvés. Elle suggere aussi que I'on peu
trouver une représentation asymptotique y, dite “‘composite”, construit
a partir de (43) et de (46) suivant le schéma:

¥ =y + y — (partic commune) {49

la “partic commune” étant d'ailleurs donnée ici par (48). On a ainsi

ﬁ(x,e):ax+(l—a)(l—«exp{»—f—l) (50
111.4.2 Domaines de validité des approximations distale et proximale

Précisons les domaines de validité des approximations trouvées. A ctl
effet il n’est pas inutile d’utiliser une représentation graphique dans le pla

x, e (figure 4),

1) |y — 3] et |5 — p| tendent tous les deux vers zéro, et uniformément
quand le point (x, €) (¢ # 0} tend vers un point quelconque du segment (J)
(0 « x < 1, € = 0), pourvu que ce point reste dans un domaine fermé

9, défini par une relation de la forme

mie) < x <1
ol 1,(e) est une fonction de e telle que ]i% n(ele = co.
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Dly — 5l |F ~ 7| tendent uniformément vers zéro et uniformé-
aent quand le point (x, €) tend vers le point x = 0 du segment (1) pourvu
que Ce point (x, ) reste dans un domaine fermé %, de la forme

0 < x < mle)

od m(€) est une fonction de ¢ telle que lino1 n:{€¢) = 0. Naturellement, on
peut trouver de tels domaines %, et 9, ayant une partic commune. Leur
réunion %, recouvre donc tout le domaine du plan (x, ¢) de la forme

0 «x <, 0 € <ey.

On dit plus bri¢vement que cette réunion recouvre complétement 'intervalle
(0.1).
I est clair que I'on peut dire que I'approximation y—qu'on appelle
souvent I'approximation extérieure ou distale ou réguliére—est uniformé-
ment valable dans 9,, que I'approximation y—que I'on appelle souvent
rapproximation intérieure ou proximale ou locale—est uniformément
valable dans Z, et que I'approximation composite est uniformément valable
dans -@a- .

Raccorder deux approximations c’est écrire qu'elles ont un domaine com-
mun de validité, c’est-d-dire dans lequel leur différence tend vers zéro
lorsque ¢ tend vers zéro, le point (x, ¢) restant dans ce domaine commun. Si
la réunion des domaines de validité de ces deux approximations recouvre
lintervalle d’étude (0, 1), les approximations intérieure et extérieure définis-

c A
I {€) €=’
KL A
-
r'd
/ ’
’
J" Ixs=
(D) / /. x=n(«}
7 x= nat el
7,
-
’, (9*)
P4
= -
{1 x
2, |l
Dy =
=.= raccord sur une ligne
intermédiaire
Figure 4
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sent une approximation uniformément valable de y dans l'intervay),
0wx <l

Le raccord des deux approximations a en geénéral pour but de détermipe,
une (ou plusieurs) constante qui n’a pu étre trouvée directement. D’aprésg,
que I’on vient de voir, il suffira d"écrire que |y — y|tend vers zéro quand|,
point (x, ) tend vers I'origine de (I) en restant dans le domaine de validig
commun, ¢'est-a-dire par exemple sur une courbe

x = ple) x*, x* fixe,

située & lintérieur du domaine de validité commun (3, < 5 < m)- On devry
donc écrire

lim (y - p) = lim,. (¥ ~ 5) = 0. (51}
D

A cet .effet, On exprimera au préalable y et javec x* et e. On dit que x* ey
une variable intermédiaire et on qualifie souvent d'intermédiaire la limite
figurant dans (51) prise 4 x* fixé.

111.4.3  Approximations asymptotiques & ordre supérieur. Régles de raccord

Si on veut former une représentation asymptotique plus précise de la soly.
tion d’'un probléme comme celui envisagé en (41), on cherchera:

—d’une part un développement asymptotique, appelé extérieur ou disid
ou régulier, de la forme

Yo, €) = Yo (x) + € pi(x) + ... (37]
qui, par hypothése de travail, est escompté valable dans tout intervalle fermé
axxgl,a>0et

—d’autre part un développement asymptotique appelé intérieur ou
proximal ou Jocal de la forme

Vas(Xx, €) = Jole) + ey (8) + --- 33

que I'on c?scompte valable au voisinage de x = 0. Les approximations y(x}
y{(£) ¢tudiées plus haut représentent les termes dominants des développe
ments (52) et (53).

Ut%lisam la représentation dans un plan (x, €) comme plus haut, on peu
définir le domaine 21 de validité de la série (52) réduite a ces deux premien
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jequel, si un point (x, €) (¢ # 0) tend vers un point de [ on ait
lim 1y = U + €2} =0 (54)
jsiformément par rapport 4 x; de méme le domaine %4 od I'on a
lim = — Uo + 7)) = 0. (55)

Les développements asymptotiques (52) et {53) réduits & leurs deux
premiers termes constituent une approximation uniformément valable a
ole) prés si 24 et 95 ont une partie commune et si leur réunion recouvre
Iintervalle (0, 1).

Une premiére méthode de raccordement consistera alors @ utiliser une limite
intermédiaire “‘appartenant’” 2 la partie commune. On écrira par exemple

e 1 (o + €7)) ~ U + €9} = 0, (56)
i
généralisant ainsi (51).

Une autre méthode de raccord trés populaire est la régle (m, n) qui généralise
la régle trés simple écrite en (48). Elle peut s'énoncer de la fagon suivante:

“Le développement intérieur jusqu'd Ofe™] du développement extérieur
jusqu'd Of€”) est égal au développement extérienr jusqu’a Of €”) du développe-
ment intérieur jusqu’a Ofe™).”

Naturellement il faut exprimer les deux membres de I’égalité avec les
mémes variables x, e ou £, e afin de pouvoir écrire 'identité.

Ces deux régles de raccord constituent des hypothéses de travail quile
plus souvent conduisent an résultat correct. Mais il faut bien se garder de
leur donner une valeur absolue. L'idée essenticlle semble bien celie des
“domaines de validité¢” d'une approximation; la régle de la limite inter-
médiaire est une méthode simple de Pexploiter. Quant a la régle (m, nyon a
pe montrer qu’elle s’applique bien dans le cas trés général oul les fonctions
¥,(x), ¥,(£) ont certaines propriétés analytiques simples.

[l convient de noter enfin que I'on peut étendre ces considérations au cas
ol P'on doit user d’échelles §,,(¢) autres que celle des ™

L'application de ces concepts A I'équation (41)se révele assezbanale vula
simplicité du probléme. Mais bien siir il n’est que trop facile de compliquer
un peu le modéle pour illustrer [a mise en oeuvre de la méthode.

HI4.4 Eguations limites formelles. Equations significatives

Nous avons analys¢ avec assez de détails la question du raccord. Mais dans
le traitement fait en 111.4.1 pour trouver y(x) et p({), il reste de nombreux

termes: c’est Je domaine fermé de frontiere(I) (e = 0, 0 « x « 1) dans

points A éclaircir si on veut trouver ces termes de facon cohérente sans
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connaitre la solution exacte. Il convient pour ce faire d’appliquer al’équa%[ celui de (E5) est

tion (41) opérateur lim,. introduit en {51). On obtient alors

e d¥ 1 dy

nrdx*l " pdxt

e a=0,

—
[
]

11 est alors commode d’introduire la notion d’ordre ou plutdt de cl
d’ordre pour les échelles. On dira que “ord ¢ < ord 5 si liﬂ‘ol en=t 0,

A, = {plord < ord 1).
On constate dans ce cas que les domaines A, et 4, sont les domaines
irits autrement par 9, et 9, aTaide de la représentation graphique dela

re 4. '
Ceci acquis, la construction des approximations y(x) et y(g) et leur apti-

que ord ¢ = ord 7 si ling en~!existe et n’est ni nulle ni infini. Cecl dit, si,

effectue la limite formelle de (57) on obtient les résultats suivants—g
notera que I'on a rétabli la variable x dans le résultat pour faciliter 1a cop,
paraison:

dy

ordq=ordlza;—a=0 (E)
. dy
orde cordy <ord1:—==0 (E))
dx
dy dy .
Ord‘r]=0rd€'.d—xz+a:-x—=0 (.Eg)
dPy
ordq<orde.a—-x-i=0 (E})

Nous dirons que ces équations £, sont des #-limites de 'équation initiak
ou encore que les premiers membres de ces équations sont des dégéné
sciences de P'opérateur L( y).

Il est naturel de poser les définitions suivantes:

1) Si F est une équation, si F, est une 7, -limite de F, F, une n,-limited
F et si aussi F, est une n,-limite de F,, nous dirons que /'équation F\, contien
I'équation F,.

-2) Une équation limite F est dite *significative’ sielle n’est contenue dan
aucune autre limite de F,

3) Le domaine formel de validité d’'une équation F, limite de Fel
constitué par les classes ord 5 telles que la 5-limite de F est soit £, soitus
équation limite contenue dans F.

Ici if est clair que (E,) et (£; ) sont des équations significatives; ce sonl

L je 2 constituer une approximation uniformément valable de la solution

% pposéc inconnue) de (41) reposent sur I’énoncé suivant:

pothéses de travail sur les domaines de validité—Si y est une solution de
smation E, si E, une équation limite de E, alors il existe au moins une solu-
on y, de E, dont le domaine de validité comprend le domaine forme! de validité
[ équation E, .

Daprés cette hypothése de travail, on est en droite d’attendre qu’il
«te une solution y, de E, dont le domaine de validité 9, soit au moins

4 A,. Cette équation devra donc satisfaire la condition aux limites
Mour x = 1. Cest la solution p(x). De méme, il existe une solution y, de

 dont le domaine de validité 4, soit au moins égal A A,; c’est une solu-
ion de (47) qui vérifie donc y,(0) = 0. Comme la réunion de A, et de 4,
| uvre tout Dintervalle (0, 1), il en est de méme de 2, et de 9,: on peut
jonc écrire la condition de raccord.

On voit en particulier comment 'hypotheése travail permet de préciser

4uelle condition aux limites doit étre appliquée & chacune des €quations

ignificatives.
En pratique on procédera plus simplement, par exemple, §'ily a lieu, en
nant compte de remarques physiques évidentes. Dans le cas de l'équation

§41), on peut voir qu’il ne peut exister de couche limite qu’en un point

ontiere situé A gauche de l'intervalle. C'est donc la condition en x = 1 qui

Fst conservée pour “I’équation d'Euler”, (44).

I14.5 Exemple élémentaire d une double couche limite

Jl est parfois nécessaire d’introduire plusieurs échelles comme le montre

'cxemple €lémentaire suivant:

€
(1+x+62) ¢=0

Aot

a¢
£3x+

respectivement les équations (44) et (47). Le domaine de validité de (£, )Cﬁr‘m équation dont on cherche, dans le domaine x > 0, 1a solution vérifiant

A, =inlordy > orde|

$(0) = 1.
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Le phénomene physique gouverné par ce modéle comporte 3 échellesfion peut montrer, aprés une étude qui demande quelque soin._qu‘ié c;:insetsts:
longueur, x = O(l), x = O(e), x = O(e?). Au voisinage de x = 0 onsges le plan (x, y) un arc intégral et un seul passant par deux points do

vraisemblablement conduit 4 introduire les variables Jocalest Fet §  [x) restant borné]. - -
Teerd : o)ur fixer les idées, nous prendrons donc les conditions aux limites, aet

aant deux nombres réels,

y(—-1)=a, y1)=5&
B0 est facile alors d'étudier la limite de cette intégrale lorsque, @, bétant
& on fait tendre e vers zéro. On obtient alors les résultats figurés

pématiquement sur la figure 5. _
On peut retrouver ces résultats 3 parur de:

X = ¢f, x = €2}

C’est bien ce que montre d'ailleurs la solution exacte de ce probléme (60)

$x, €) = =< exp(—z).

e+ x €

1 est facile de voir qu’il est impossible d’obtenir une représentation asy
ptotique corcecte en utilisant les remarques précédentes avec une seule §
variables { ou £ Si on cherche une solution locale de la forme
- ' {) l'intégrale de 'équation “d’Euler”
glx, e} = zo:e“;bn(g), Je K (61)

ofn trouve

go = Af " exp(-{)
et on ne peut gcrire la condition aux limites
Si on cherche la solution locale sous la forme

R7) I'étude de 'équation de la couche limite. 5i on pose pour étudier une
buche limite au voisinage de x,

X —Xg=€f, € > 0,
. vient I’équation de la couche bimite:

d¥ .4 g (62)

4(x, €) =>§e~$u(§),
am e

on trouve bien d’abord
fo=(1+ D
mais on $’aper¢oit qu’on ne peut trouver ;.
On trouvera donc des problémes de type couche limite comme celui
ot plusieurs représentations locales devront étre mises en oeuvre et dét

minédes simultanément par les conditions aux limites et par les conditions ¢
raccord.

¥ Cette équation n'est pas essentiellement pius si:ppl‘c que ]’équalion
; bmpléte de départ. Mais Pune des conditions aux limites exprimant le
B cord est A écrire pour { = +wol § = —0.Ona done:

4y _ i
T
iy = kest lasolution d'Euler 4 laquelle on doitraccorder la couche limite,

HI.4.6 Indications sur un modéle non linéaire $i k = 0, lintégrale générale de cette équation est:

Nous n’évoquerons, saus faire les justifications complétes, qu’un . 50) = (63)
exemple simple nonlinéaire qui permettra de mettre en évidence certainlle: » ~ 7 _ af’ ¥ '
particularités dues 2 la non linéarité. Nous considérons I’équation (e >4 b i ant une constante. Si k # 0 on a:
diy dy : 30) = o = <k (64)
T -pP-0 o y= kb5 FO = e kigkp, |al
On peut effectuer Pintégration compléte de cette équation sans difficulll
’ : e - ¥ - kCothk(g - H. FO = a=kCothkp lal >k (63)

tDans un cas comme celui-ci le terme “local” ¢st préférable aux termes “intércus” 4

“proximal", La figure 5 résume les différents cas que ’on peut obtenir:
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y 4o ® {@tions de Prandtl ne suffit pas toujours pour déterminer de fagon unique
V e pproximation uniformément valable de la solution exacte, (cas (3)).
s
: T i /’ i dans les cas généraux (1) et (2) il n'y a qu’une seule couche limite au
Jrinage de I'un des points frontiéres de intervalle od 1'on étudie la solu-

‘ i, il peut arriver, comme dans le cas général (4) que I'on observe deux
fuches himites.

—On peut trouver des solutions limites vérifiant les deux conditions
batidres et l'équation d'Euler (61), l'équation différentielle (59) avec
B Oétant vérifiée ausensdes distributionsdanstoutl'intervalle —1 < x < 1;

pis ces solutions présentent un choc. Une solution *“avec choc™ ne peut
vir lieu que dans le cas (3). On notera qu’au voisinage du choc x = x,,ona
pur cette solution limite

[Les relations (66) donnent i la fois 'égalité et I'inégalité qui doivent étre

Bifices au droit d'un choc.
‘ phénoménes qui viennent d'étre dégagés tiennent essenticllement

@ caractére non-linéaire du probléme.

Figure 5
La Méthode des Développements Composites

1} Sia>0,6> —g,il ¥ 2 une couche limite au voisinage de x = fns certains cas particuliérement favorables, il est possible de deviner
k=K =a Wriori la forme d'un développement composite uniformément valable.
ar exemple, si on reprend le probléme particuliérement simple (41}, on
put se proposer de chercher la solution sous la forme

3) Sia > 0,b<0eta= —b;laconsidération de I'équation d’Euler (@Y% €) = [Ao(x) + eh(x) + ---] + exp (— £) [ko(x) + €ky(x) + -+ -]
ct I'analyse de I'équation de Prandtl (62) conduisent 2 une indéterminatiol € 67
Le passage 2 la limite sur la solution de I'équation exacte donne: i (©7)

i 23 gi bb< 0, @ < —b, il y a une couche limite au voisinage de x = — ]

o

§En substituant dans (41) et en écrivant que les coefficients de <7 et de

= ax - -
= —ath— bn( — x/¢ )& sont nuls, on obtient aisément

€ b
B yixe)=(1-a)(l —exp{—(e~'x)}) +ax +---. (68)
i iy e } #B1'approximation ainsi trouvée est supposée étre uniformément valable
y :,)esr: ‘;é‘:é ?aft :c:; ghfcfilmﬁ:bmté consiste z:.i prendre K = k = Bns (0, 1) avec une erreur inféricure 4 toute puissance de €. Clest ce que
elles sont données par des expression a; vommz;g; ¢x=-letx = $ibn peut vérifier par comparaison avec la solution exacte. D'ailleurs I'ex-
On peut vérifi p § du type (, ). L Eression écrite au second membre de (68) n’est autre que I'approximation
Vn peu er que tqutc:_s les déterminations ainsi effectuées i@ mposite $(x, ¢) donnée en (50).
ll;nmfgsc;;:(;fl I:’j cas (3) dféf Sc‘lgﬂa]é“—ﬂ que le résultat trouvé est bi 8 Une telle méthode, qui a cependant été appliquée avec succés dans
De cert alj on complcte cu p robleme comglct (59_)"(50)- Brtains cas, e peut &tre que-d’un emploi exceptionnel. I faut, pour obtenir
¢ analyse aous soulignerons les conclusion sujvantes: 8 cohérence satisfaisante, &tre en mesure de déterminer tous les termes du
veloppement composite et de montrer, & tout ordre, la validité de ce

" eloppement asymptotique composite.

et révele I'existence d’une couche de choc au voisinage de x = 0.

—La considération de la compatibilité des solutions d’Euler et @
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Conclusion . . -
Sur quelques Applications 4 [a Mécanique des Fluides de Ia Mét

Au terme de ce chapitre d'introduction ol nous avons tenté dintrod ¥ des Développements Asymptotiques Raccordés

quelques idées simples sur les méthodes de perturbations singulires, repll
nons rapidement quelques-unes des conclusions dégagées A proposf§
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L'étude de ces méthodes consiste 4 preciser les régles de cohérence - Fobjet de IV.2.

lesquelles on peut s'appuyer dans les applications. Plus ces régles s

formulées avec soin plus on a de chauces d'obtenir le résultat convenadh - i
. : . : et Hypothéses de Travail

Mais dans 'ignorance de la solution compléte on ne peut jamais étre ce i A Définifions Genérales ypo

cn toute généralité ct en toute rigueur du résultat obtenu, tant que

démonstration mathématique n’a pas €té produite. Ceci étant dit, il convy

de redire en terminant que, grice aux analyses trés fines qui ont été faitd

a l'expérience acquise, on peut avec grande sécurité faire appel 4%

méthodes pour attaquer des problémes nouveaux et difficiles,

omme toujours ¢ est une variable réelle positive. Une échelle 8(¢) est une

baction de e A valeurs réelles et positives définie dans ['intervalle 0 < ¢ « ¢,

it telle que lim 6(e) existe ou soit infinie (pour € == 0, 'ensemble des valeurs
-0

I'accumulation a au.plus un élément).



_uniformément valable ou plus simplement uniforme. .

Dans les problémes de type couche et plus spécialement de type coucl: Vs .
hura simplement que ¢ vérifie dans un domaine D une certaine équation
dpendant du petit paramétre e . Soit:
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IV.1.1 Définitions relatives a une fonction

Nous considérons une fonction ¢({x, y, €) définie dans D,
un domaine fermé du plan x, y.

deux constantes k, €, positives telles que
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¢finie dans Df, de la forme

X [0! 60]! Doé‘aq ¢:‘ = g 3:(5) ¢n(§’ 7?)9

ment asymptotique local 3 m + 1 termes de ¢) dans D¥ si, dans D¥

1) ¢(x, y, €) = O(8) dans le sous-domaine fermé D, de D, s'il exj?ﬂ dit que ¢% est une approximation asymptotique locale de ¢ (ou un dévelop-

|¢|<k¢$ Si (xsy)eD“ 0( € €.
2) ¢(x, y, €) = 0(5) dans D, si
]in(} 5" ¢ = 0 en tout point de D,.

$(x, > €) — $u(4, m €) = RY, = o(8}).
§) Nous définirons de fagon naturelle la limite locale (§, ) par

lim g(x, y, €} = lim ¢*({, n, €) = lim, , ¢(x, y, €);

;,.,ﬁaés

3) ¢u = T 8.(€)pa(x, y, €) est une série asymptotique (de rang m 4 pst-3-dire la limite obtenue quand € - 0, { et 5 gardant des valeurs fixes.

dans D, si:
So = o0(8,)pourtout n « m — 1
p,=0() pour(x, ) € D,,n €« m.
4) ¢,, est une approximation asymptotique de ¢ (derangm + 1)dansp,
¢ = b = R, = 0(3,,).

A la limite successifs (p = 0, ... m)

7(x.3) = lim (6 [g(x, 3, ) = T 5,()en(x 9]

(Am + 1 termes).
Si D, est identique A D,, on dit que I'approximation asymptotique &

limite, il existe des développements asymptotiques dont le domaine

validité consiste en un voisinage d’un arc L de largeur d’autant plus étrof
que e est petit. Pour simplifier nous supposerons qu’il existe une applicatio
bijective continue (x, y) «— (x', y) telle que sur I'image de L on ait x' =4
Hopérateur L pouvant dépendre de ¢, cette équation et Dy, = D + 8D, 1a
#kmeture de D.

6) Avec deux &chelles 8, = o(1), 8, = O(1) on construit un systéme@- O supposera que pour toute fonction f(x, y), Lf = O(1) mais que

1/ o).

Cette transformation permet d’introduire les définitions suivantes:

variables locales le long de L par les formules

x'=2484¢, y =én

7) Si D* est un sous-domaine fermé de (¢, ) et ¢% une série asymptotig ‘.?

Ainsi on peut éerire (p =0, 1,2, ... m)

(60, €) — z SHEWE 1)

¢,(§’ ) = limé-n l

&7 (€)

{remarque  Un processus de limite locale est défini dans I’espace x, y, ¢ par

L . . 41 arc de courbe I" ayant une extrémité dans le plane = 0, ou famill
5) Une approximation asymptotique ¢,, de ¢ dans D, est dire réguliénj ' ¥ plan e une familie

les g, ne dépendent pas de €. Alors les g, peuvent étre définis par des passa b arcs L de D, ou encore en un point de D

farcs de courbes ayant cette extrémité dans un sous-domaine de D, ousur

9) Une approximation asymptotique uniforme dans D, s’exprimant 2

§:ide d’approximations asymptotiques réguliéres et locales, chacune d’entre
Rlies étant valables dans certains sous-domaines de D, est appelée une

On dit aussi alors que ¢,, est un développement asymptotique régulier &

gpproximation composite.

1.2 Définitions relatives d un opérateur ou d une équation

Hloutes ces définitions sont relatives 4 P'approximation d’une fonction

¥, ¢ ) donnée et faciles & appliquer dans ce cas. Mais en général, on

L§ =0,

| ) La série ¢, = ym, 3, ¢,(x, y) est une approximation réguliére formelle

% ¢, ¢ étant une solution de Ly = 0, dans D, =« D, (A m + 1 termes) si
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pourtout (x, ) € D s
! V.1.3  Approximations significatives— Domaines de validité

ous introduisons d’abord la notation suivante: on notera E{7, 'opérateur
Qi associe & une fonction ¢(x, y) son développement asymptotique ¢* =
o Sn(€)¢,(¢, 1) introduit plus hawt, autrement dit nous ecrirons ¢* =
g, On notera de méme ¢,, = E&g.

Ceci fait, nous pourrons, dans certains cas, comparer deux approxima-
bons asymplotiques en faisant appel A la définition suivante;

q - - -
Ly, = § 880, )) + Z,, 8,,, = 0(3,), g > m
avec:
8, =0pourn=0,1,...m, Z, = o(3,).

; jzn:.abié:c ¥ =t z:'_% .34 ;;';, (E;, n} est une approximation locale Jormelle]
1 8L, pour tout (¢, e D¥ on t écrire;
$o 1» O1l peut ecrire Définition Soient deux systémes de variables locales §,, n,, et §,, 1,. Si

gl ¢ el Eg)ﬂé exi.&'te"t [(g]! 77:) € D‘lky (gh Th) € D?] er si Eé‘lﬂq]¢ = Eé?)'n

k-l

¥8 8 (£, m) € DY, alors on dit que l'approximation Ef®, ¢ est contenue dans
)

—

L . q. - -
Lol = X BN + 28, B, = o(3Y),

e

y 292 ¢'

53=l,q’}m,

avec: Cette définition se justific aisément: Popérateur d’approximation Ef,

gonue le méme résultat si on 'applique 4 ¢ ou a £{, 4. Son application ne
gpcut donc fournir aucune autre indication sur le comportement de ¢ que

) , . - . .
Remarques sur I terminologie  Les approximations asymptotiques forms Hles qui sont déjd incluses dans la connaissance de £, ¢

les 4, et ¢* sont aussi appelées dévelo, ]

w CL _ ¢ ppements asymptotigues formels. B
quapﬁcat}f régulier est parfois remplacé par “extérieur” ou “distal”, I
qualtficatif local par “intérieur” ou “proximal™.

6% = Opourn =0, L...m; Zy = o(3%).

Définition  Si on considére I'ensemble des approximations dune fonction
x, y, €) définie dans le domaine Dy, nous dirons que dans cet ensemble, une
Wpproximation est significative si elle n'est contenue dans aucune autre.
Exemples

a) SiL = €L, + L, 00 par exemple

22 &2
[,2 = —— 4 —_—, L - a
ax2 ayz ) ayv

On peut étendre la notion de domaine de validité d’une approximation,
fonnée au chapitre précédent en considérant dans I'espace A trois dimen-
gions x, y, € le domaine %, = D, x [0, ¢, | Précisions, par exemple, cette
potion daps le cas d'une approximation locale (4) valable au voisinage d’un
¢ = X € "9,(x, y) est une approximation régulidre si ‘ arc fie courbe L appartgnant au domaine fem}é D,. Un processus d’approxi-
6= Lo —0 i nation lgcale est défini par une surface de I'espace x, ¥, € coupant le plan
0 ' fo bo=Lip,+L1g =0, n=1,2,...m ¢ = 0 suivant L.
_ b) Ou peut avoir i considérer des approximations locales formelles még On dit q|:1‘un sous domaine _.@4 de %, appartient au (‘jomainc de validité
51 € nntervient pas dans I'équation. Prenons ici Popérateur e I'approximation localc_(A) sl toutes l_cs surfac_es quel on peut tracer dans
L+ L » e coupant £ = 0 suivant L définissent soit I'approximation (4) elle-
: ' kméme, soIt une approximation contenue dans (4),
$i deux approximations d'une méme fonction ont des domaines de validité
qui ont une partie commune qui soit elle-méme un domaine 7 (ayant au
moins un point frontidre dans D, pour ¢ tendant vers z&ro), on dit que ces
Jleux approximations se raccordent.
Nous ferons une premiére hypothése de travail.

ol L, et L, sont définis par (1) et les variables locales
X =¢ |/z§, y=n

bu = 5 e"$(¢, 1) est une approximation focale formelle si

Hypothése de travail | Nous admertrons qu'if n'existe pour les fonctions
Ué(x, ¥, € ) drudiés qu'un nombre fini d'approximations significatives et que I'on
peut trouver pour chacune d'ellés un domaine de validité, tel que la réunion de

tous ces domaines de validité recouvre tout le domaine 9.

B:=%_%_.azﬂn-l__:0

ag? ay ay: ] ,H="-I,2,.--m.
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Cette hypothese revient a dire qu 'on peut former avec 'ensemble de o
approximations significatives une approximation de ¢ uniformeémey
valable.

1V.1.4 Régles de raccord de deux approximations

L’existence d'un arc I compris dans le domaine de validité commun 2 dey,
approximations locales définies par ({,, n,) et (§;, n;) permet d’introduj,
des coordonnées locales intermédiaires (§,, n,) telles que pour un systéy,
d’entiers m, g, s on ait

EREln e = Egh ¢
Eﬁ?'erquzfrz?b = Eg‘}nr?"

En écrivant I'identité du résultat des opérations définies sur ¢ par les dey
premiers membres, on obtient s + 1 égalités traduisant les régles de raccorg
Telles sont les régles de raccord tirées de 'existence d’approximation
intermédiaires.

La régle (m, g) de Van Dyke est un peu différente et, sison application ey
assez simple, sa justification repose sur certaines hypothéses surla structure
des approximations qu’il est difficile de vérifier a priori.

Voici un exemple:

Supposons qu’il existe une approximation réguliére et une approximatios
locale permettant d’obtenir une approximation uniforme de ¢ du type

$(x, y, &) = EfYp + Ef¢ — EFRETs + 0(5) @
5,, 87, 8, étant des échelles équivalentes. Si on consideére ’expressio
ERER$ — EQET

et qu’on lui applique I'opérateur E{7 on obtient identiquement zéro, ainsi
qu’on le voit en appliquant cet opérateur aux deux membres de (2). I es
est de méme si on lui applique I'opérateur E{7.

Telle est essenticllement la régle de Van Dyke justifiée dans le cas ol
'approximation de ¢ satisfait A une hypothése de structure telle que (2). Ons
pu aussi étudier d’autres hypothéses sous lesquelles ’application de ceite
régle se trouve justifiée.

IV.1.5 Dégénérescences significatives d un opérateur

En pratique, la fonction ¢ n’est pas connue explicitement; on sait seulement
qu'elle est solution d'une équation aux dérivées partielles L(g) = 0.
Pour simplifier nous supposerons que L est un opérateur linéaire-affine.
Si on opere le changement de variables (x, y) — (£, n) conduisant 3 u
systéme de variables locales, 'opérateur L devient un opérateur différentie
& faisant intervenir les dérivées partielles 8/5¢ et 3/m.
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gj on peut trouver uae échelle § telle que
54=35()%, =1, 5., =0,
0

o les Z. sont des opérateurs indépendants de €, on dit que ¥, est une
@générescence locale de L (pour les variables locales , 5)- .
Ceei signifie que si f{, ) est une fonction suffisamment différentiable

llm§q¢§°(£f = gﬂf

Nous pouvons maintenant (comme en IIL1.4) comparer les dégénéres-
cences.

péfinition: & \P est une dégénérescence de L pour les variables §y . m: g
une dégénérescence de L pour les variables {3, 1, . De plus le changement de
ariables (£, 1) = (£2, 0, ) transforme $Y en L0, Soizf{gz,qzjunefonctz‘on.
wffisamment différentiable de &, ;. On dit que YO est contenu dans L si
pour tout f, il existe une échelle 5 telle que

ﬁmgz.nég%'nf— = yg).f

Définition  On dit que ¥ est une dégénérescence significative de L {dans une
dasse de variables locales] si &, n’est contenue dans aucune dégénérescence(de
[z classe considérée).

Si ¥, est une dégénérescence significative, 'équation £, = 0 est dite
équation limite significative.
Nous ferons une nouvelle hypothése de travail.

Hypothése de travail 2 Si une dégénérescence & B est contenue dans um(emgié-
ginérescence significative & alors il existe des couples m, q tels que Ep;»¢

est contenu dans E g?‘,é, ¢ étant une solution de I'équation L{¢} = 0.

On peut enfin définir le domaine formel de validité A, d’une -dégénéres-
cence significative £¢). C'est un domaine engendré par des arcs I'définissant
des processus limites conduisant, & partir de L, soit 4 la dégénérescence
#4), soit A une dégénérescence contenue dans £

La méthode des développementsraccordés se trouve justifiéesil’hypothése
de travail suivante est vérifide:

Hypothése de travail 3 Si ¢ est une solution de I'équation L$ = 0, si FPest
une dégénérescence significative ({,, n,) de L dont le domaine devaliditéest A;,
lors il existe au moins une approximation locale E{Y, ¢ dont le domaine de
wlidité 9, comprend le domaine de validité A,.

Les définitions posées et les hypothéses de travail énoncées donnent un
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guide pour I'étude des représentations locales d’une solution d’une équatyg,
Ly =0

1) On cherchera les équations limites significatives ou dégénérescency
significatives

2) L’hypothese 3 permet d’escompter que I'or pourra former une appro,,
imation uniformément valable de la solution dans 2, en écrivant pou
chaque approximation locale, d'une part, les conditions aux frontidry
conservées (dans le processus limite §, ») et les conditions de raccord. |
suffira en effet de s'assurer que les domaines de validité formels g
équations significatives limites recouvrent %, pour que I’hypothése 1 s
vérifide et I’hypothese 2 garantit alors la validité du raccord par “limj
intermédiaire”.

Nous verrons sur un exemple traité plus loin (naissance de la couch
limite) comment ces principes peuvent étre mis en ceuvre.

IV.2 Ecoulement Magnétohydrodynamique Stationnaire dans un Tube
a Parois Isolantes

IV.2.1  Réduction du probléme a une équation aux dérivées partielles linéaire

Désignons par x; les coordonnées cartésiennes, x| la direction des générat-

rices (Fig. 1).
P
Bo f / E'

75—

Figure 1 Ecoulement dans un tube

On suppose que les trajectoires sont paraliéles 4 I'axe de ;. En vertude
I'équation de continuité la seule composante non nulle de la vitesse (portée
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¢ cet axe) est indépendante de %;; nous I'écrions 4(%,, X;). Supposons le
champ dlectrique E normal 4 'axe des X;. 1 en est de méme de la densité de
courant J d’aprés la loi d’Ohm.

J = G'(E + U A B)

o) o désigne la conductivité électrique. De plus E, et £, sont indépendants
de £ d'apreés I’équation de Maxwell

rot E=0.

Enfin, on notera que I’on peut supposer simultanément que B, et‘B3 sont
constants, B, indépendant de x,. Ceci en effet entraine que ’équation

divB =0
est satisfaite et que, d’apres I’équation

J = LrotB
Mo (
o perméabilité magnétique, J, est bien nul. On a ainst
1 8B, _ | 2B, _ -
= — L = o(E, — uB ,J=—-—*~—:——0'(E3+“ 2)-
Jy 1o 0% £, s rto 0%,
Eyn écrivant que rot E, est nul, il vient:
, ) .
_9E _ gg_i=*1_dgl —Bzﬂ_‘- + B, 2
8%, X, Lo O ax, X,

Si maintenant on €crit les équations de Navier-Stokes, compte tenu des
forces électromagnétiques,

pgal%+g'l'adp=JAB+pAU,

on voit que les deux dernieres montrent que

L. BY%,, %;)
plE(, Xa, %3) + ;‘;KJ"

est nne fonction de %, seul dont la dérivée par rapport & X, est constante
d’aprés la premiére et que 'on peut poser égale 2 - Px,, P. éta{lt 1';_1 chute
lindique de pression généralisée. La premiére équation de Navier s écritdonc

1 /.8 o 3B\ . p_o
uAd + —#: (B;Er_—; - B, ax_z) + .

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que B, =0, B, = Byet
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introduire les grandeurs indépendantes et dépendantes sans dimensijg,
X, = sz, X; = Lxs-

2
8
o ) =i B). blenx) = B B2,

. B 8b B ab
(x,x) = 2J, = ~ =, , X)) =220, = .
N ) P ox, Jalxz, X3) P ox,

Si on désigne enfin par

=
7 aBiL?

le carré de I'inverse du nombre de Hartmann caractérisant I'ordre de

grandeur du rapport des forces visqueuses et des forces électromagn €tiques,
on obtient;

nAu + b +1 =0,
3x2
Ab + ou _ 0.
dx,
Posant:
n=€, bteutx,=v, b—cu+x,=w
le systeme peut encore s’écrire sous forme de deux équations découplées
EAV+Q= . eAw -—a—w=0
éx, ax,

‘Réglons maintenant le sort des conditions aux limites. Tout d’abord dans
tous les cas, la paroi du tube étant fixe:

u =0,

Si la paroi est isolante on doit avoir
-'-J3 dx—z + Jz dx_]_ = idB| = 0,
Ho

si bien que B, est une constante le long de la paroi.

Si Ia paroi est conductrice, le champ électrique qui est nul dans la paroi
doit avoir une composante tangentielle nulle dans le fluide le long dela
paroi (continuité de la composante tangentielle); par suite B, a une dérivée
normale nulle le long de cette paroi.

Nous nous limiterons au cas de parois isolantes. 1l faut donc rechercher
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hsolution de 'équation

a¢
Lpg=€L;+ L, =0, L,=Ay, 1:,=_.5 (N
prend des valeurs connues sur la frontiére 20 du domaine D représentant
section droite du tube. . .
[étude qui suit permet, en principe, de réprondre 2 la question suivante:
Euelle est l'approximation asymptotique du débit pour une induction trans-

rsale donnée et une chute linéique de pression généralisée donnéde aux grands
mbres de Hartmann?

2.2 Couche limite classique

considérons jusqu’a nouvel ordre un domaine D connexe et strictement
Lonvexe du plan x, y dont la frontiére est composée de deux arcs I'_ et
r, d'équations

g€ x b, Y =}"_(.X), y=y+(x)! 'y-(a) :y+(a).

y.(®)=y.(0), y.(x) <y, (x). @)
On cherche dans D la solution de I'équation
8¢ a2 84
N T ) )
e>0, ¢ (ax2+ a}ﬁ) %
wonnaissant les valeurs qu'elle prend sur la frontiére
¢(x, }’-(x)) = a_(x), ¢(xs y+(x)) = a+(x). (4)

Lorsque ¢ = 0, I'équation obtenue en (3) est une €quation du
premier ordre

‘o0 &)

dont la solution générale est une fonction arbitraire de x, II est impossible
de satisfaire avec une telle fonction les conditions aux frontieres (4)dés que
l'on suppose que @ _{x) et a, (x) ne sont pas identiques.

L'équation (5) est une dquation limite significative. '

Au voisinage d’un arc de courbe C, de pente bornée, définie par y =
bx), on peut introduire les variables locales

x=8f blx)—y=24nm

L'équation de la couche limite est simplement la deuxiéme équation
imite significative, la premiére étant donnée par (5), que I'on peut con-
truire & partir de (3): clle est obtenue par exemple en prenant &, = 1,
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8, = €. Elle s’écrit
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ontrer que go(x, n) (qui ici contient le terme dominant g,(x) de "approxi-

2% o4 stion asymptotique extérieure) constitue une approximation uniformé-
A(x)ﬂ +— =0, ( cnt valable dans le domaine fermé D:
1 i . —
avec $(x, 3 €) — dox, ) | = o(1) dans D.
dp\2 On peut envisager maintenant de former les développements asympto-
Ax) =1 + (a—~) . jiques extérieurs et intérieurs. Procédant de fagon formelle mais naturelle
%, U)Lpus avons pour le premier
La solution de cette équation est de la forme " mo
- e L €) = €7, (X, ¥), t
$ = A(x) exp {—(A(x) ~'n} + B(x), d ! (o) = 2 60 ) b
ou A(x) et B(x) sont des constantes d'intégration. Comme A(x) est 39

négatif, on voit qu'une couche limite ne peut se développer que dans le Voisinggd 3y

n > 0 de la courbe C.

Ainsi pour notre probléme, I'are C est porté par r, (Figure 2). Admett
les hypotheses de travail usuelles sur les domaines de validité et les régly
de raccord, Papproximation extérieure ou régulitre est donnée par

gy €)=gol) + - =a_(x) + -,

et 'approximation intérieure ou locale par

577:)"+(x)—)", j-(x)=1+((‘jjy+)2

X

$6, €) = o, m) + - = (@,(0) -~ a_(x)) exp l‘%x)‘

+a_(x) +-.- (1

y 4

r+

0O |+ = - v —

b

Figure 2  w=—w== Couche limite ardingire ¢ («).

On notera que cette derniére représentation perd sa signification
voisinage de 4 et de B, o0 A(x) devient infini. Néanmoins on a réussid

=

- = A&ﬂ—-]‘ S;,,(X,y_(x)) = OI n 1.

La détermination de ce développement se fait donc sans aucune dif-

Al g,

Cherchons maintenant le développement, intérieur ou local. A cet effet il
1 commode de remplacer la recherche de ¢ vérifiant (3) et (4) par celle
guivalente de

o6, 3, €) = $(x, 3, €) — 5 €. (x, ). (12)

0

Cette fonction g satisfait & I’équation et aux conditions aux limites:

€Ap — %e = —€"Ag
ay "

o6,y () =0, olxy, () =a,() —a_(x) + 3 era,(x).  (13)

fuct les a,(x) = —4¢,(x, y,(x)) étant connus puisque I'approximation
symptotique extérieurec de ¢ est supposée déterminée. Par construction
lapproximation asymptotique extérieure de p & O(e ™) prés est identique-
ment nuolle.
Cherchons un développement asymptotique formel local de pau voisinage
der,, soit

i =§ €™, 1), (14)

sétant fa variable introduite en {10); tout d'abord

do = (@, (x) ~ a_(x)) exp l:—%x)i\
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- = f{0,
Quant 4 g,, il vérifie une équation de la forme $00,)) = g1 0 <y < I 200 = 0. gD} /@

L _ I 2,0 =0 g =/
a_zfze"}'?&_ G(é;o"'-épﬁls x, 7]) =0, (l_ﬂ 95(}'}')'—8'1()’)- 0 <y < 4
an a7

dont la solution générale s'écrit: Y R $=fx] 8
!
@, = A,(x) exp BRI B,(x) +
'l(x) ¢ =g, (y)
1 " 7' $ = 9ot ¥! !
n—
— ~—= -1 G'dy’
FTe%) J; @)~ ‘ ) G <y,

les fonctions 4,(x) et B,(x) étant déterminées:
—d’une part par la condition aux iimites {13} imposée a gsur I", .

A,(x) + B,(x) = q,(x),

) . .3 ol s ng du
g ;Jl:rcizg;t{ par la condition de raccord selon laquelle ¢, doit étre nu hious allons chercher d’abor d une approximation locale le long
7 -

J ) 3 i une variable locale { par
Les développements ainsi formés sont des développements formels;fggment 0 4. On introduit donc
est exclu qu'ils puissent définir une approximation asymptotique uniformgg
ment valable dans tout le domaine D (& cause de la présence des points
et B). Mais on a pu prouver rigourcusement que dans tout domaine 390 4o dé
intersection de D par la bande tﬁt)pour cela, comme il 2
q ,y '

a— Couche limite ordinairs O (¢}

Figure 3
N  Couche limite parobdiique © {«'/?)

e ion significative. 1l
i ir 4 la limite une équation sign 2
e e S a ¢ dit plus haut, que pour toute fonction

a+a<x <bh—-0a a>0,
LD _ o) # o(1).

i €
on avait Ll(f) - -
[¢ — ($u + 8)| = olem); k... conduit au choix simple & = Ve, et pour I'approximation locale
$u + $u constitue donc un développement composite uniformément valablimelle 2
dans D, & 6(c™) pres. ' (16)
On voit qu'on ne pourra progresser dans la recherche d'une approxima pr =3 € U, (& ¥

tion asymptotique au-deld de m = 0 quelorsqu’on aura €lucidé le comported n=0
ment au voisinage des points 4 et B. C'est I'objet de 1'étude de “*la naissanck, U, vérifiant les équations -
de la couche limite” dont il sera question plus loin, Mais auparavant noufl ) U a7
allons sur un exemple simple examiner le cas ot la frontiére contient 2l 22Uy _ 8% _ g,
moins un segment parallele A ’axe des . agr ay

82U, (18)
IV.2.3  Notions sur les couches limites paraboligues o', _ 8ty _ _ —=ak,

35‘2 ay ay

L'équation est toujours I'équation (3) mais le domaine D sera le rectangielh:
0 ABC,0 < x < 1,0 < y < I (Fig. 3). Sans restreindre en fait la généralilé
nous supposerons que les doonées aux limites sont les suivantes:

o(x,00=0, 0 «x <1,
¢, ) = f(x), O <x <,

& Nous imposerons au développement (16) les conditions aux limites
Mirifides par ¢ sur O A et sur ocC.
00 = 80) U0 =0

U0 =0

(19)
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On forme aisément U, qui, solution de I’équation de la chaleur, est ¢

Q
plétement déterminée par les conditions aux frontiéres. On peut écrire
exemple

2 = 12 g
U(] :\/;J;,m cxXp (ﬁ_é') £o (y - 2—{—2) dr. (ZU1

On constate de plus que, pour tout x fixé et non nul et quel que s
N:

Von

La solution de couche limite ainsi tronvée est dite parabolique en rajs,
du fait qu'elle vérifie une éguation aux dérivées partielles du type paraboligy
{et non une équation différentielle, comme pour une couche limite org,
naire).

Notons maintenant gue cette construction formelle échoue quand o
aborde la détermination de U, en raison de la singularité qui apparait au‘
second membre de (18) dés que g,(y) n’a pas une dérivée premire nulle o
¥ = 0. Nous nous en tiendrons donc dans la suite au casm = Q.

Il est facile de calculer de méme |e terme dominant du développemen

formel local au voisinage de BC. 1l est de la forme ¥o(1 — x)/Ve. y). Finak.
ment, considérant la fontion

I — x
= - U _ﬁ_s -V - = 5
@ ¢ 0(\/; y) O( \/-E )
on observe que le terme dominant de I"approximation réguliere est nuj
que le terme dominant de I’approximation locale le long de AB s’étuds

Uo(~"— y) = o(eM

. {—y
%(x1 p )

La représentation asymptotique formelle ainsi déterminde s’avere étre
correcte et uniformément valable. On a prouvé rigoureusement en effet que

() n(5) a2 -

Remarque 1l importe de bien noter que la différence d’échelle qui apparail
dans le cas ol un arc de la frontidre est paralléle 4 I'axe des y tient a ce qu,
dans ce cas, cet arc est un arc de subcaractéristique, C’est-a-dire une cx
ractéristique de I'équation formellement obtenue en posant ¢ =  dams
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isquation originale. Le long dun arc de subcaractéristique "{'épaisseur”‘de
Iy cotche limite est 0(\/2) alors qu'en général elle est O(e). Si on considére
réquation de type elliptique 2 coefficients constants:

2%, 0y B, P9\ | 06, 08,
€L2¢+L'¢=f("a7+2”ax—ay“ay5 tag TRy Tk

b —ac < 0,
les subcaractéristiques sont les droites
px — ay = constante;

cest e long d’arcs frontieres subcaractéristiques que I'on aura des couches
fmites paraboliques. . ‘ '

Dans la théorie classique de la couche limite en mécanique des ﬂul_des,
on a affaire & une couche limite parabolique parce que ]’obstacl.e est ligne
de courant et que les lignes de courants constituent une famille de ca-
ractéristiques pour le systéme des équations d'Euler,

V.24 Naissance de la couche limite.

Pour étudier le comportement local de la solutior en un point t(?‘l gue B
(figure 2) ol la tangente est une subcaractéristique, on pourra envisager le
cas ol D est le cercle.

x?+y? glour €1, x=rcosfh, y=rsiné.

Nous allons donc étudier le voisinage du point r = 1,68 =0, conform;‘mcnt
aux indications générales données plus haut, et anal‘yscr avec soin- les
dégénérescences de notre €quation afin de metire en éw’dencc les équations
limites significatives. A cet effet nous introduirons les variables Jocales ¢, ,.

(1 —r)y=¢€q, 6=cee, 03))
L'opérateur L = e A — 8/9y que nous étudions s’écrit alors:

Y 62 € b~ 2u 62

25, T (L= e o
[ ﬂ_”(sin (e“qL)) e ] o 08 (em) &
+ 1« 3§D — fEs

L =¢

e 1—e¢, (1 — €&,y om,

Il est facile de mettre en évidence les dégénérescences sz'gmﬁca_tzves que
l'on peut obtenir. De fagon pratique on cherche a garder le maximum de
termes soit trois dans le passage 3 12 limite ¢ — 0, On trouve deux. tels cas
p=1,u=1etv =2/3, u=1/3. Puis on détermine les droites (Fig. 4) du
plan », u pour lesquelles il reste deux termes. Ce sont les segments AC, EC,
CD. Pour les autres points du plan, il ne reste qu’un seul terme. On obtient
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imites ou les dégénérescences de l'opdrate

$or 0 au lieu de y,, lorsqu’aucune confusio
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s les dégénérescences ¥, et ¥,. On peut montrer de méme que les
énérescences de ¥y sont contenues dans les dégénérescences de ¥
de #,. Ce dernier point pouvant paraftre moins évident, nous allons le

Sur AC, M= 2,_;, fAC =7 i _ 2 4 &r.
9f @ On a, en effet, avec 0 < u < 1/3,
Sur BC, =1 -, -?sc=-:—?2+17—a-, @) S=€"G o No=¢€",,
§ ag *Lpar suite
Sur €D, 1 - u=20 v, ¥ a ;
' - - B co—~-—-——. #F  sin{ern,) 8F
2 o s FG 1)) = f”‘(aﬁ-  Slem) 7 )

et aux points 4, B, C, D

v=0 u=0(, .?r‘:Sinqé%——COSq-é—,
n

AN

aF
= +
€ (agl_,. T a;l )

4e¢ qui prouve bien que %, est une dégénérescence de ¥,.

" De méme %, est une dégénérescence de &, et de ¥

En définitive, les 4 dégénérescences (23) sont les 4 dégénérescences
ignificatives de I'opérateur initial L,

Sclon nos hypothéses de travail, le raccord entre deux approximations
sgnificatives devra s'effectuer grdce aux dégénérescences intermédiaires le

“Nong du segment joignant ces deux points.

Envisageons ces quatre dégénérescences significatives auxquelles cor-
iespondent 4 approximations significatives formeiles d'aprés nos hypothéses
de travail.

Nous supposerons que les donndes au voisinage du point 4 peuvent étre
développées en série de Taylor de la forme

$r = 1) = 5 a,0" (24)
1]

A conduit 4 'approximation réguliére ou exténeure déja étudiée.

B 4 P'approximation locale de la couche limite ordinaire qui, elle aussi, a
4434 été considérée. )

D A l'approximation locale (formelie) de {a couche limite interne

¢(ﬂ = z n¢n(§ll 1?1 (25)
C & I'approximation locale formelle de la couche limite intermédiaire
9 = 5 €42 Gy o) 26)

¢

Figure 4

On a vu que Papproximation réguliére peut se déterminer complétement

- 4 partir des données aux limites (4). Pour chacune des couches limites, on



t:ogs d'e D; et D, avec une bande x{A)
arbitrairement petit, avec I'approximati
locale de couche limite ordinaire le long
ment. Dans les domaines (x(4) « x

X < x(B) — a} N D, i des approximat
les approximations locales correspond
en 4 et B. Aucune difficujtd spéciale

108
PAUL GERMAIN
METHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES 109

¢crira Ja condition aux fronti

#9(0 ) = et . éres, par exemple on aura ‘. Par contre, un raccord s'avérera en géndral nécessaire grice 4 un
Yo s $2 0, ,,) = XN Weéveloppement local d’un type nouveaun, valable le long de A'E et B'F car
approximations régulidres dans D, et D, déterminées respectivement
des données de ¢ sur AH et sur AJE" n'ont pas de raison a priori de
accorder. Les couches le long de A'E et de B'F qui, notons-le sont des
cardctdristiques, sont appeldes “couches limites libres”. Leur existence

ient encore compliquer 1'étude locale des points A" et 57
Nous ne pouvons pousser plus avant I'examen de ces questions trgs

délicates qui no’ont d’ailleurs pas toutes re¢u de réponses définitives.
N preuve mathématiqu
Xmation ainsi construite g été donnée.

Conclusion

Il est clair qu’il faudrait maintenant, aprés avoir exanuné un cas linéaire 2
Ja section IV.2, appliquer ces méthodes 4 I'étude de la couche limite en
mécanigue des fluides, cas ol la couche limite est régie par un systéme
d'équations aux dérivées particlles non lindaires ou tout au moins une
équation non Linéaire de type parabolique. Dans le cas compressible, notam-
‘Fment aux grands nombres de Mach peuvent apparaitre le long des parois
des couches limites multiples. Il fandrait aussi évoquer la question des
couches de choc.

Le cas des écoulements A faible nombre de Reynolds est lul aussi trés
important; son €tude réclame un usage trés raffiné des méthodes de rac-
cordement qu’il n'était pas possible d'évoquer au nivean de cette introduc-
tion aux méthodes de perturbations singuliéres,

Remarques Complémentaires pour la Deuxiéme Partie

== COuches limites ordingiras

. :‘-‘ :. ﬁﬂﬁ:ﬁj’“‘ z:””‘ couche limite Le terme de perturbation singuliére semblie avoir été utilisé de fagon systé-
: cgz:h‘ I:?r:ilzoﬁi%t: limite ovec matique au cours des recherches menées au Caltech au début des années
==— Couches limites libres cinquante dans ['entourage de Lagerstrom. Les idées originales de base ont

été exploitées par un jeune et brillant chercheur, le regretté Saul Kaplun.
Un ouvrage publié en 1967, plusieurs années aprés sa mort, rassemble un
certain nombre de documents publiés ou inddits d’un grand intérét pour
celui qui veut comprendre cette théorie. Les méthodes de perturbations
; . e singulidres sont exposées avec de nombreux exemples dans les ouvrages
Zzs fi‘sﬂff‘z;;f l: ‘g’gm’“maﬁ'on aujiuurd’hui classiques de Van Dyke (1964) et de Cole (1968), tous les deux
< X(4") — a) ﬂﬁct g fsPe’c“‘"’"k anciens €léves de Lagerstrom; quiconque doit utiliser de fagon pratique
ions de méme ldc (8 ),+_ ® < ¥ ces méthodes trouvera dans ces deux ouvrages de précieux enseignements.
ant A la naissa;ypfj evront § ajouter L En préparant le présent exposé, nous avons tiré avantage de qulclqucs
nest A ce de couches limites publications récentes: 'article de Lagerstrom et Casten (1972), le livre de

attendre le long de HA’et § Eckhaus {(1973) qui expose un cours donné par cel auteur A I'école d'été

Figure §

On ’ i
note, ¢n effet, que 'on pourra étudier les domaines fermés intersec.

ta < x <x(B) - a a0
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t due A Latta (1951). Elle est d'un cmpl'oi
i ’ re qui a

i ois que c’est une méthode de ce gen
rese. SEplons o i Guiraud (1966) pour donner une solu-

ise en oeuvre par Germain et Guirad sols
nﬂ:cs;npletc, A tout ordre d’approximation, du probleme local del'onde

' i tures).
¢ (relations de choc et struc o -
I":::r l(c section IV, NOUS NOUS SOMINES largement inspiré des trav

organisde en France au Bréau 1972 et les notes inédites du cours de V4
Dyke donné 3 cette méme école, :

Daps ces demnitres notes, Yan Dyke indique que piusieurs savanf
céldbres avaient déjd raccordé des approximations asymptotiqud
Laplace en 1805, dans le probléeme du ménisque de liquide au voisinag
d'une parci, Maxwell en 1860 pour le mouvement d'un fluide visquey A i 2 de son exposé de synthése de
entre deux disques circulaires en rotation lente, Kirchoff en 1877 pour{fEckhaus, €0 pmcuheégﬂli;é?cf:;o:uﬁ;s justifications mathématiques
ﬁal: u;cg:clgisc;iimétcaecmquc de deux disques chargés et separes : 2, O Ot une étude plus appronfondie d;:s fondenufni ;}((:plcn;i

1l € € 5
) . 3 onsulter, outre les travaux de -
Mais c’est en 1904 avec Prandtl dans son mémoire donnant naissance s hoidt:ss ﬁ;raiizoé:iE:Ehiuorg: 1‘;969. Les conditions d"applicabilité de la
cités,

metat, n e, tndse compt, aprés los e cont anndes drocher pe‘ y t €té trés précisément élucidées dans les
mettait, en effet, de rendre compte, aprés plus de cent années de recherchefiigle (M- n) de Van Dyke on

du phénomeéne si €vident de la trainde d'un obstacle placé dans iffémoires de chnke.’l (1939)i
écoulement uniforme. 1l a fallu prés de 40 ans pour que 'on comprenne [ 1< Pmblé.m.c .phquuc o:é ar Shercliff et €tu
nature mathématique de ce phénomeéne singulier en dépit de I'exploitatidy pbe 2 éé 1mualcmfc¥(1}{ P d Me;::hanics- ]
intensive faite depuis 1904 du concept de couche limite. L’exemple dongfigubliés au J_oumal o En blames qui n’ont pi étre abordés relatifs 212
dans la section 1IL4 est di) 2 Friedrichs; exposé dans un cours d'été au courifl, En ce qui concerne les pro

des années 40, il figure dans la publication de¢ cet auteur de 1953,

veloppements cornposites s

! t d’un fluide conducteur dan:«: un
o here dié dans divers articles

¥ uche limite classique et aux écoulements 2 faible nombre de Reynolds on

‘ oY ! le cours de mon collegue
Mais en 1949, Lighthill publiait une méthode diffdrente pour rendrd ¢ reportera 2 la plbhograp;l;u‘iﬁgicai‘:::ss ou évoquées dans la plupart
“uniformément valable” une approximation. C'est la méthode dite, dariffifoffatt. Ces questions sont ¢ < des fluides [voir, par excmple, Rosenhead
les présentes notes, de distorsion des coordonndes (strained coordinatesy ';61;‘;‘;:1"3 classiques de mécaniqu d
Dec nombreuses applications en furemt données (voir en particulier lesilf : : ¢ Van Dyke, une analyse ae ces
travaux de Whitham cités dans la troisiéme partie). Un cxpol:é d’ensemble; ; On trouvera da_ns les hw:re; dem(;:;llz;;sdde pcnﬂamus singulidres. Les
en a été donné par Tsien (1956). Ea fait, comme I'a reconnu son auteur uigprob12mes conduite 3 pa(ritu: Sefe cas des écoulements & faible nombre de
peu plus tard (1961), cette méthode s’applique principalement aux pro- Jlechniques de raccgrd‘b‘rm ent délicates. C'est en vue de bien les com-
blémes de type hyperbolique. Ce n’est que plus récemment que la méthode °Yn°1ds sont particil rcmcasu:n dans P'article cité, ont gtudé avec soin
des échelles multiples a fait son apparition et révélé son intérét dansfgrendre que Lagerstrom c'tls ropriés
Pétude des problémes de type cumulatif. Son introduction systématique Jeeratins u.xodéles différentie! ﬂI;(l: P p é_ﬂiclc de synthése de Lagerstrom
est due & Kevorkian (Jui aussi éléve de Lagerstrom). On pourra consulter, § Nous signalerons, €1, outrc,dc giz:nlun (1954) sur les coordonnées opli-
par exemple, I'exposé publié par cet auteur en 1966. Cette méthode f§(1964) et le mémoire célebre P
s'apparente 2 celle dite des “moyennes” de Bogoliubov et Mitropolsky § males. ltipies en mécanique des fluids est donné dans
(1961) et les relations entre ces deux méthodes opt fait 'objet d'un article § Un exemple de couches mzu t‘1152) 1l s'agit de écoulement hypersonique
de Morrison (1966). I nous semble qu'en fait la méthode de distorsion des § le livre de Var} Dyke (p. 18.5; fa.il')lc ouverture.
coordonnées et celle des échelles multiples doivent étre rapprochées: elles § sutour d’un ditdre émousse de
gagnent souvent a étre employdes simultanément. C’est le point de vue que
nous avons tenté de prendre dans cet exposé et qui se trouve fondé sur les
travaux récents de Crocco et de Bois cités dans la bibliographie dela § -
troisi¢me partie.

On trouvera dans le livre de Cole des exemples complémentaires de ceux
traités en II1.3. Pour un exposé plus précis sur le concept de raccord, et les
diverses particularités qui peuvent se présenter, on s¢ reportera A I'article
de Lagerstrom et Casten ol sont analysés trés profondément plusieurs
modeles différentiels particulitrement bien choisis. La medthode des
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tilignes d’un fluide fictif dans lequel la pression resterait constante.

Biectivement, le terme u(du/dx) représente bien les termes non lindaires
® convection en variables d'Euler, et le terme »(3%u/8x?) décrit bien une

{isipation visqueuse, si on interpréte u comme une vitesse, Cetle pro-

st montre également que 'équation (1) vérifie le principe de l'invariance
fliléenne. Si on pose, w étant constant,

des Ondes de Faible Amplitude

Introduction

(l;io;.;s nriztuhsoggogosc;t;;, dans cette dernidre partie, d'illustrer Papplicatich Ut =wHu, x*=x+wl, (¥=i
e, . 4 ¥:
tion d’ondes. Dé: queil,];'s gmh’pl“ & des problemes simples de propag®ors u*{x*, t*) est encore solution de 'équation (1).
ceux-ci sont petits, an 4o tn eat compte des effets non linéaires, méme g On notera aussi que pour ce modele, les écoulements stationnaires sont
, it §'attendre & trouver un Probléme de perturhatig@gis par I'équation différentielle étudide en IIL4.6, dans la deuxieme

singuli . ;
Buliere. La solution simple donnde par Papproximation lindi.s Ariic de ce cours.

saurait étre uniformé ) .
tances. ment valable aux grands temps ou aux grandes ¢;@'Ces diverses remarques montrent que I’équation de Burgers constitue un
hodéle intéressant pour €udier, au moins de fagon qualitative, certaines

Le cinquiém i
Burgers. chHe -cc I_Chaplttr;’cst consacre A une rapide étude de Iéguation aflropriétés des fluides visqueux et compressibles. A cet €gard, I'équation
peut d’abord &tre regardde comme un modéle matyMd Euler” associée au modele des équations de Navier—Stokes que constitue

matiqu i
que trés simple-od sont Présents A la fois des effets non linéajres gacavation (1), soit

convection et des effets dissipatifs
Fon peut ~¢t particulidrement remarquable ; ‘
peut expliciter compidtement Ja solution générale Mqals cﬁ;:u;squ ‘3—? +u 'z_ﬂ =0, @

et c’est sans doutc‘ ce q_ui rend cette équation s intéressante I'équation qulff
: ; Mourra servir de modele pour I'étude de certaines propriétés des fluides par-
' " Haits compressibles. Mais il convient de se rendre compte, dés le départ, que
d’ondes ; . . Jees équations (1) ou (2) sont plus qu'un modéle et qu'elles jouent directe-
planes faiblement non linéaires. #ment un réle dans I'étude de certains problémes d’ondes faiblement non

Le sixidme chapi A
aressives 4 faibl?m all:ivordc le probléme de 1a propagation des ondes pro- iméaires,
plus remarquab] ampittude dans un contexte assez général, L'exemple jof-

quable, rencontré ep mécanique des fluides, est sans doutepcclug

du «Bang soniquen, probiéme dont I'importance Pratique n’a pas besoj
in

d’ét i ;
re soulignée, 'V.1  Application de 1a Méthode des Echelles Multiples a I'Etude de la

Propagation d’Ondes Planes Faiblement Non Linéaires

V.1.1 Principe général de I'érude
' Nous considérons un phénoméne gouverné par une €quation de la forme

o g ou ou
gu  cu g8 SN -0, 0, 3
o e E (az’ ax) €2 )

¢t le probléme est de trouver u(x, ¢) dans le domaine

V' L’Equation de Bargers

Introduction

ordre que on peut écrire

o
s + uéﬂ = péi‘_’
at Ix ax? (l)

—w<x<+oo 120
connaissant Jes conditions initiales

(4)

ol » est un coefficient const iti
_ ant et positif. On peut trés bry
considérer comme I’équation décrivant (dans un tube) Icsréctf)lzlncﬁz?ul:

12

u(x, 0) = ap(x), g—f(x. 0) = by(x)
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Le probléme non perturbé—e = O-—est bien classique: c’est ceiuj de

propagation des ondes acoustiques planes. Ici € est un paramétre pe-l‘r

si bien que les termes non linéaires eH peuvent étre supposés petits a
chaque point. Néanmoins, on peut s’attendre, pour les temps assez grang
a un effet cumulatif de ces petites perturbations qui vont se propager ay,,
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fonctions fo et g, €tant des fonctions arbitraires, Introduisons la notation

- dge afy 980 s
_ g (%8 _ %o %8 oy . 1
PACEN) H(&r =, =+ 60)’ (11)

I’onde et qui par suite peuvent affecter son mouvement. Le problame k{oncﬁon J#, est déterminée dés que 'on connait 4,. L’équation (8) prend

donc étre un probléme de perturbation singuliére et la méthode indigyy
pour le traiter est celle des échelles multiples. Nous introduirons dog,
comme au chapitre III de la deuxiéme partie, un temps lent ‘

t=et (5]
et éventuellement une distorsion du temps rapide . En fait, ici, nous noy
contenterons d’étudier le terme dominant dans le développement asympt,.
tique, si bien que cette distorsion ne sera pas nécessaire. Elle serait Par
contre utile dans I’étude des termes suivants des développements. Noy
chercherons donc u sous la forme

ulx, t,e) =uglx, t, 1) +eu,(x, 1, 1) + ... )

ors la forme

2 2 2 }

“4& = 2"a—f.°: - 2—3 gn. - ‘%(av T, t)s

do ot do ot ot ot
¢n intégrant on obtient
?—ul = _2% 2 ___asz — ¥ f f ot d ] 12
Y ai +[ RPPPT f oo, 75 D de, (12)
oU, afo %8, : - ]

~4—=2—=- 12 : Ho (o', m,i)do' . 13
467 ot {Uaraz+f 0('0 % 1) do (13)

wur assurer I'uniformité de I’approximation asymptotique (6) et éviter que

On se limitera au cas o u, et ses dérivées premidres, restent partout s ¢t 5€5 dérivées premiéres ne deviennent infinis pour les grandes valeurs
toujours bornées; ceci impose 2 la fonction H et aux conditions initialeflt * il faut que le terme entre parenthéses dans (12)—tesp. (13)—reste

certaines conditions restrictives.

worné quand T—resp. c—augmente indéfiniment. Ceci impose en particu-

Si on porte le développement (6) dans I’équation (3), on trouve Jelier que les fonctions f et g, soient choisies de maniére & vérifier les équations

équatic_ms auxquelles satisfont les fonctions u, en annulant les coefficients
des puissances de €. Les deux premiéres équations s’écrivent:

Aty 0uy
P 0
2%'u, du du du, du

1 —l=_2—C_H{—,—2). ®
at dx at ot ot dx

En fait, pour écrire les suivantes, il conviendrait, d’une part, de tenir compte
de la distorsion du temps rapide en posant par exemple:

dr*

ux dérivées partielles que nous écrirons sous laforme

2 2
2 2% _ ﬁo(%, i), 2 7% _ --@o(%,i). (14)
da ot do at ot ér
m posant
Ay = umlj' Ko, v, T) dr (15)
0 o T R ! ?

#Z, = lim %'J" Hy(a', 7, 1) do'.

g — o

'—dT=1 + Cl)z(t-) €2 + ...
et, d'autre part, de procéder au développement de Taylor de la fonction A
en la supposant analytique par rapport A ces arguments.
La solution générale de (7) s’écrit

uO(x! t! t-) If;,(o', t_) + gD(Ts t-)s (9)
si on pose
c=x—~1, T=x+1 (10)

L1 définition de o, montre que 5/, et &, dépendent bien des variables
pdiquées aux seconds membres de (14). Ces équations (14), compte tenu
«s conditions initiales (4), doivent permettre la détermination des fonctions
.et go. En regle générale, ces équations seront couplées, les fonctions
i et @,dépendant sous forme de parametres (fonctions de ), des fonctions
et f, respectivement.

Nous nous contenterons ici de ces remarques de principe sans pousser plus
want 'analyse dans le cas général. Nous noterons toutefois quel’opérateur
¥inissant &, (ou %,) est en définitive un opérateur de moyenne portant
wr les valeurs de la contribution des termes non linéaires dans I'équation de
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départ évalués pour la solution linéaire, moyenne prisc le long d°
caractéristique ¢ = constante (ou T = constante). Cette constatation,
n’est pas possible d’approfondir ici, est 4 la base d'une comparaison
structive entre I'application de la méthode des échelles multiples quen

présentons et I'application des moyennes de Bogoliubov. ,
La méthede formelle, esquissée plus haut, peut s'étendre dans certa

cas o0 A dépend également des dérivées secondes, ¢’est-d-dire & I'équ
du 9l . (au du du 2w Blu)

P pfon du o du du\_g
art ax? gt dx’ 8x dr ox? 81! L

________

. . . e d fil mince
On peut montrer alors que f; et g, doivent vérifier des relations de la fo Figure | Géométne du proft i

2 2% _ sf.,("f" % z‘),zaz‘“ - _930(3%2 2’8, :'), (

o df —6‘;’ 3—0'2’ aror ar’ 8’

o0 #, et &/, sont définis par des formules analogues & (15).

—_

Si les parois limitant obstacle font toujours ‘un ang'lc petit avec
)%, on peut considérer e comme un paramét.re petit, a(x) étant o). La
inéarisation formelie de (19) et de (20) conduit &:

V.1.2 Application de lo méthode & I'étude de I'écoulement supersonique ew =0 @0
stationnaire autour d un profil mince P ™ Px a-(x) 2
Soit M le nombre de Mach 4 I'infini et posons o (x, +0) = < I(;C). px —0) = B (@)

2 _ M ,
premi-l >0 ¢ i Tobstacle correspondant & ¢ = 0 est porté par 'axe des x. Compte tenu

fu fait que I'écoulement amont D saurait étre perturbé, la solution du
1 Fig. 2.

srobléme (21), (22) est celle schematisée sur la . ‘

'prEn fait 1(‘équar.ion (19) est bien du type {16). Aussi peut on prévoir que la

solution du probléme linéaris¢ ne sera pas convenable aux grandes distances

Si %, y sont des coordonndes cartésiennes sans dimension, si la vitesse
P'infint est prise pour unit€ et paralléle 4 ’axe des £ ctsi on pose

X=X, y=py,
alors le potentiel des vitesses
g=Xx+¢€p

ol ep désigne le potentiel de perturbation, conduit, lorsqu'on
I'équation exacte 4 laquelle satisfait ¢, 3 I'équation aux dénvées partielid@
vérifiée par ¢:

Py~ Pux = € % (P + D) oupus + 280205 + Py — Doxpy
+ 4 — Do+ 500) (Bur + $4) + i ( J—

+ 2B 0.0,0, + 800,
En un point d'une paroi faisant I'angle € a(x) avec 'axe des x (Fig. 1)la
condition de glissement sur la paroi s"écrit

efp, = (1 +7¢p,) tang {ea(x)} {
Les relations (19) et (20) sont exactes.

q

"Figure 2 Schéma de I'écoulement supersonique linéaris¢ {Les vitesses
‘B constantes sur les caractéristiques.)

de perturbation sont
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pouljb;esquelles les termes non linéaires vont avoir un effet cumulay
sensible,

Appliquons la méthode dégagée dans la section précédente, Introduisod
donc la variable lente

fnditions amont, on doit prendre g =< 0siy > 0, f = Osi y < 0. Dans ces
ux demi-plans, la condition aux fronti¢res (20), lorsqu’on y reporte le
fveloppement (26) montre que

 Balx,0) = ~ a*(x), pb(x,0) = a-(x). (30)

I est ainsi conduit, pour déterminer @ et &, A traiter un probléme de
Fuchy pour I'équation (2). Nous allons étudier cette question dans le
C=X—-), T=X+Y, (- sragraphe suivant.

L’écoulement est un écoulement d'onde progressive et méme d’onde
mple. I en est encore ainsi quand on tient compte des termes du second
o(x,y. €) = golo, 1, 9) + epilar 7, §) +.... (2-5 vdre, mais non quand on inclut dans le développement les termes du
Foisitme ordre. Ce n’est qu'd ce stade que le formalisme des échelles
Rultiples est vraiment utile et méme nécessaire. Pour étudier le probléme
o = fola, ¥} + golx, J) (~ pnsidéré, on aurait pu faire appel, ici, 4 la méthode de distorsion des
Pour écrire I , . ) ) pordonnées qui aurait conduit A des calculs 1égérement plus simples.

our écrire I'équation vérifiée par g,, il suffit de retenir au second membr§

de (19) les termes en ¢, 1l vient immeédiatement

y= €y ( 4
posons

et cherchons ¢ sous la forme

On a d’abord bien évidemment

4%, M §2 Modele de Burgers sans Dissipation
$506r = Yo = 2oy + G5 1+ D+ 80) U + 0

v 2.1 Solution classique du probléme de Cauchy
‘équation (2), si on l'interpréte comme un modeéle de mécanique des

+ 2880 ~ S0o) (Gom = fuwa) + (¥ = Vg0, + £, ) g0 +f0W)’_
Intégrons d'abord par £apport & 7, puis par rapport 4 o, aprés avoir pos A .‘ ides, exprime que la dérivée particulaire de la vitesse est nulle:

a(0, ) = for b(x, 9) = g, o E=Ziu¥on,

R'est-2-dire que la vitesse d'une particule que I’on suit dans son mouvement
bt constante. Ainsi chaque particule se meut d'un mouvement uniforme
Wec l1a vitesse qu'elle a A l'instant 7 = 0; I'image de sa trajectoire dans
F'plan x, £ est une caractéristique de (2). On a donc ainsi résolu le probléme
fe Cauchy: trouver la solution u(x, #) de (2) connaissant ses valeurs 2
Yinstant 1 = 0

u(x, 0) = uolx). h 3n

En dé‘ﬁnitive, les fonctions a(o, §) et b(v, §) définies par (27) vérifient deul;. Fig. 3 en donne un excmple da-.ns un cas simple. On peut méme _ain§ i
équations de Burgers sans dissipation analogues & 2) Wlans certains cas, trouver la solution si u,(x) présente une discontinuité

] ig. 4). Analytiquement, la solution u(x, r) est définie paramétriquement

et €crivons les relations analogues 4 (17). On notera que dans P'intdgrale ps
rapport 4 7 définissant %, seuls les termes ne contenant que des dérivius
par rapport 4 ¢ sont A retenir puisque les fonctions Jo et g, ainsi que leug
dérivées sont supposées borndes, c'est-d-dire les termes en f;, fo.. qui of]
pour cocfficient " '

%’;—2 (v + 1 +28 + (p — 1)p?] =——-?’—M4(ﬁ2+ D

F 4 k ;
2.5;‘3 + %(}, +1)a 323 -0, o p implicitement par
u=ulf), x—ulf}t =¢. (32)
4
22—% - A—J{ (r+1 béb _ o, Q9 Mais une telle solution ne définit univoquement u(x, t) pour tout 7 que si
vk or W, (x) est une fonction non décroissante de x. Or cette condition est impérative

; . L ) 1 u représente une grandeur physique comme la vitesse. 8'il n'en n’était pas
Ie, ces deux équations sont découplées. Ceci tient au fait, qu'en vertu des ginsi, u(x, ¢) pourrait prendre plusieurs valeurs. Par exemple, dans le cas
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;lfsa:g;i ;Fig;jre 51a soh_nion cesse d’étre acceptable, pour tout x dés df
sont e ] c:_;- azl:;ﬂ]s.ﬁlai ixsggc [:,z enveloppe des images des trajcctoircs,‘ ;
€ (2), et est appelde “ligne limite” de I'écolleontrée en mécanique des fluides—les pentes des profils des vitesses

Figuer uofx) = e X

141

uz o

Figure§ uy = —_th x
(L): { aChzg
X=§—Sthh£
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Po remarquera sur les Fig. 3 et 4 que, dans le cas ot uy(x) est non décrots-
—nous dirons dans le cas d™une detente, par analogie avec la situation

constant sont alténudes ou adoucies lorsque ¢ croft, alors que lorsque
) est décroissant (Fig. 5), les pentes de ces profils sont accentuédes ou
lites lorsque ¢ croit (en restant inférieur a 1).

n conclusion, le traitement classique de ce probléme de Cauchy ne
it pas toujours une solution satisfaisante si on veut obtenir une solu-

i univoquement définie pour tout temps ¢,

.2 Solutions faibles

‘Bl en est ainsi c’est que la classe des solutions classiques (u(x, ¢) continues
§ continument dérivables par morceaux ou presque partout) est trop
Ptreinte. Comme on peut Ecrire (2) sous la forme

ou 33)

¢ (147 =
E? + 'a-;(iu )=0
 voit que I’on peut définir au sens des distributions les deux termes figurant
g premier membre de (33) pour des fonctions u(x, ¢) & valeurs numériques

¥on caractére trés général (fonctions sommables et de carré sommable par
bemple). Si (33) est vérifiée pour une telle fonction u(x, ¢), on dira que
x, 1) est une solution faible de (2). 1l est équivalent de dire que u(x, #) est

ution de (33) si
u2
fuu——m=0 (34)
[~

2

Rour tout contour fermé tracé dans le demi-plan ¢ » 0 du plan (x, 7).
‘W'Si u(x, 1) est continu par morceaux et pour fixer les idées discontinu 2

" #k traversée d’un arc I, on doit avotr, d'aprés (34), pour tout arc PQde I

¥ [ we-sia-o (35)
PQ -

f on note [h] le saut de h(x, #) & travers I

[h] = Alx + 0,8) — h(x — 0, 1).

‘flomme PQ est arbitraire ceci implique

wlu] = 4[4?]

_ut 3
=5 (36)

-#en tout point de I, w étant la vitesse d’un point de I que 'on suit sur la

W
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surface de discontinuité. On dit iti
. . que (36) est la condit fud
relation) 2 travers la discontinuité, neition de saut 5

da.S‘r' ufx, t) est une Jonction continue et continument ifférentielle par mon y E = ()
ns t > Oetsiufx, t)vérifie (2) en tout point de continuité et (36) en tous p* constitue la résolution de (43). En tenant compte de (41), (45) les

de discontinuit, alors ufx, t) est une solution faible de (2). fquations (40) s’écrivent

#t en vertu de (43) on obtient
(43)

On peut procéder 2 la recherche des solutions faibles en introduiy (x ~ y)?
x [ /=" t6M=Fxpn
glx, t) = f udx — 2 d; ( (46)
" x -y = tug(y).

#n voit donc—et on peut le vérifier directement—que par élimination de p
o 1 54\ ? " fntre .le‘s deux équations (1.16). on obt.ien_t une fonf:tion glx, ) vér1ﬁant (.38)
Fris 3 ( ax) ={0. (' 1 voisinage de chaque point de continuité, et vérifiant la condition initiale
W) pour ¢ = 0. Plus précisément:

b En un point x,t fixé, la valeur de ¢ 5 obtient en cherchant les valeurs station-
palres en y. Par suite, en un point x,t, u{x, t) peut subir une discontinuité s'il
iste deux valeurs de y qui donnent @ F deux valeurs stationnaires et dgales.
; On a, en effet, en dérivant (46),, puisque F est stationnaire en y

¢(x, 0) = ¢0(x) =J. uo(x') dx’. (3 b
] ]
. . . ' _9¢(x, 1) &F _
gn obtient aisément une solution de (38) dépendant de deux parametres u(x, 1) = o~ B (x, v, 1) = ()
c
Ronformément d’ailleurs 4 (32),.
' En définitive, dans la classe des solutions faibles, on peut toujoursrésoudre
B probléme de Cauchy, mais on n'est plus assuré de |'unicité de lasolution.
Vérifions-le sur un exemple: la solution définie par

et en remarquant que ¢ est solution de I'équation

Nous alions chercher les solutions i ;
o continues de T,
initial les valeurs (38) quiprennent al msteg

2
$=sx -3t

et par suite I'intégrale générale en éliminant s entre
u=0 si 2x <t

2
$=s5x~3L¢ (s
2 “ u=1 si 2x>¢

plus, d’aprés (39) f Autrement dit, la classe des solutions faibles est trop vaste pour les
' thoplications que nous avons en vae. Il nous faut trouver une classe desolu-

do{x) = 5x — c(s) 4]7 tions qui permettent de trouver une solution, et une seule, du probléme de

( ‘WCauchy définie univoguement en tout point du demi-plan ¢ > 0, sauf peut-

0 = e o
X = c's). (428kre sur certaines lignes de discontinuité,

Au lieu de s introduisons le paramétre y defini par

Y =c'(s), @ ,\".3 Résolution de I’Equation de Burgers

alors (41) s’écrit % 'équation (2) est un modéle de fluide parfait; les solutions qui nous in-
féressent sont celtes qui sont en fait les limites quand v tend vers zero des
fiolutions de I’équation (1). Soit donc 2 résoudre pour cette équation le

probléme de Cauchy avec la donnée initiale
u(x, 0) = uy(x).

o(¥) = 5y — c(s), (44
d’od, par différentiation
u()dy = sdy + (y - ¢'(s)) ds
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On peut reprendre I'anal i D
. yse faite en V.2.2. Ecrire I'équation (1), ¢’ i
! ' : 2. , C'est ‘ ; i
qu'il existe une fonction 6(x, 1) telle que () complémentaire de D est coupé par toute ligne ¢ = constante suivant un
emble de points au plus dénombrable. En chacun de ces points on a

2
udx ~ E._,,.‘a_’i) dr = d
2 ax = dg. - -
' 1= s = 0,y = XX D 0y 2 Xy D
Par suite g(x, r) est solution de ’ t ! 2
(5
26  1/o\? _ &
a T 3 (5;) = va—ﬁ- “ y_(x, t) et ¥, (x, t) sont, pour x, r donnés, 1a plus petite valeur et la plus
de valeur quj donnent 3 Fsa valeur minimale, Par suite, en chacun de

points
u(x ~0,8) > ulx +0, 0.

i dit, nous dirons qu'une fonction u(x, 7} définie comme il vient d’étre
, & partr de (49), (51), (52) et qui par suite vénfie (53) est la solution avec
du probléme de Cauchy posé pour I'équation (2). Il est clair alors que

Le fait trés remarquable est que si on pose
¢ = —2u10g o(x, f),

la fonction 8(x, 1) vérifie I i
, uaticn d . sy
contrée plusiours foic €quation de la chaleur que nous avons déjar

(33)

26 3%
o1~ VaxT !
-les solutions avec chocs constituent une sous classe des solutions faibles.

long d’une ligne de discontinuité—qu’on appellera alors *“*onde de choc”—
e telle solution vérifie non seulement la condition de saut appelée aussi

tquation du choc (36), mais aussi 'inégalité du choc (53);

—dans la classe des solutions avec chocs, le probléme de Cauchy a une
lution et une seule (il suffit, par exemple, que u,{x) soit sommable et

{x]) pour | x| grand).

I est donc aisé de calcul
eI 8(x, 1) compte tenu des conditions jniti
uo
comme u(x, 1) = —2u(8,/8), on trouve que- 10018 1nitiales,

f+wx _'ycxp (—LF(X,,V, I)) dy
u(x, 1) = == 4 2v

'[;wcxp{——z—]l—,F(x,y,:)}dy , ¢

o F i . .
(x, . 7) est définie comme en {46),: La figure 6 donne un exemple simple de solutions avec chocs,

2
meo=“m”+%m. @ﬂ
H t

membre de (48) quand » — 0 est épal

gale 2 La structure des solutions avec chocs, leurs propriéiés, leur détermination
numérique, leur caractérisation parmi I'ensemble des solutions faibles, leur
généralisation & d’autres équations de conservation ou méme 4 des systémes

d'équations de conservation, ont fait 'objet de multiples travaux.

U = u..’:"(_xﬂ
Lo (1)
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iti i - poi du choc par lardgle
inati i Chocs L A chaque position de 4 on détermine le pont Al :
¥4 Determination dane Soluian wyee i irsic:n d?et:;‘ exgﬁcitée. La construction s’applique si 1a fonction tig (X}

. . , o . s etrouver la
Comment construire la solution u({x, f) connaissant #,(x) et en particuliliésente des discontinuités. La figure 8 11}03"5" c?::rgg:?;tri]ction
comment construire les ondes de choc? lution simple donnée figure 6, par application de ce .

La réponse repose sur la remarque suivante. Si x, 7 est un point d'un ch
la continuité de ¢ entraine d’apréas (50) et (49):

wir) =ty ) =l - 52 [y ),

ou compte tenu de (39} et de (52)

fh 4(§) df = % [m + u_] [h —y.]-

Y.

—

Sur le graphe G d’équation n = u,({) dans un plan ¢, n(Fig. 7),1a droit
joignant les points {y_, u_) et (y,, u,) doit donc découper dewx aire
hachurédes dgales. Elle a d'aiileurs pour équation

Figure 8 Pour s < 1: doux ondes de choc
Pour ¢ = l: rencontre des deux chocs

(33
card’aprés (52), { =u_,n=p_et{ =u,, n=y, sontbiendeux pointsde

droite (55). Elle détermine donc le point x, ¢ elle coupe I'axe des § aupoin
d’abscisse x ct sa pente est égale A — [/t

+ t - x' ' - . 11
o 5 Exemple: Ecoulement Supersonique Stationnaire Autour

d’un Profil Mince
ous reprenons le probléme envisagé en V. 1. Nous n’étudierons que
tcoulement dans le demi plan supérieur y > Q. Posant

p=_@£2}%ﬂ};=ﬂ%l_)fy=%ley‘ (56)
A
7 s
tquation (28) prend la forme de 1'équation (2)
e 0a 4 g% _ o, (57)
: ay oo
': cette fonction a(e, y) prend les valeurs initiales (30)
5 u, a(g, 0) = —;-
.' S |
E b Sifaqrex caractéristiques ont pour équation
,'- ,+ \l T g = ’aﬁg)ﬁ+§,
Flgme it dans le plan X, p
{59

Ce résultat conduit A une construction simple des ondes de choes, L2
premigre onde de choc apparait A Pinstant ¢, déterminé par la tangente
d’inflexion 4, ayant la pente négative de plus forte valeur absolue. On {ait
varier A 4 partir de A, de maniére 4 découper sur G des aires hachurées

4 1 8
P-fy= —si%—)a(g)y + &

ur chacune d'elle a(e, /) garde une valeur constante. Comime on a pour
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ia vitesse
H=I+€¢ =I+€‘jé=l+£a
o
a
P =efg, = —5)58%:= —€fa,

par effet cumulatif,

L'écoulement présentera en général deux ond
choc_ de téte ct une de bord de fuite qu
métriquement en appliquant Ia méthode d
terpz.; de déterminer I'allure asymptotique de 'onde de téte. [z droite
?ui ; co_upc Idan.s le -plan {, 7])‘ des aires hachurees égales, d’équati
o Yy ; a orsqu? ¥ augmente indéfiniment est telle que o ~.—~(24y)

gure 9), si A4 est | aire du triangle mixtiligne QBC. L’onde de té
pour allure asymptotique citeado

X ~ fiy ~ — (ﬁi’i};_il_)) " Elllylf'z

es de choc, une onde

c’est-d-dire Pajlure d'une
Fonde de bord de fuite.

parabole, Un résultat analogue est valable po
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L
—-

— Ondes da choc

cargctéristiques

Figure 10 Prise en compte des effets non lindaires de convection

On a tracé sur la figure 10 I'allure générale de I'écoulement qu’il y a lieu
je comparer A celui obtenu (Figure 2) en négligeant complétement les

ermes non linéaires.

VI Notions sur la Propagation des Ondes Progressives de
Faible Amplitude

Figure 9 Construction de I'onde de tage

{ ntroduction

Nous voulons dans cette section donner une nouvelle application dela tech-
nique des écheiles multiples 3 un probléme de propagation d’ondes. Le

Brhénomene physique que nous voulons étudier se présente comme une

néralisation de celui de la propagation d'un train d’ondes sphériques en
régime acoustique évoqué sur fa figure 1, engendré au centre & P'instant
t = 0 pendant une durde assez courte. La solution est de la forme

(D

u=%f(§) ol €f=ct—r,

ol ¢ est la célérité des ondes sphériques supposée constante. Si f(x) est une
fonction nulle en dehors de I'intervalle borné 0 « x « /, € un parameétre
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petit, A tout instant ¢, le train d’ondes est “trapp<™ dans la zone de largeud
¢/ limitée par deux sphéres concentriques de rayon L = ¢t et L — e/. Dans§§
un tel probléme, ¢ apparait comme le rapport de deux échelles de temps ou
de longueur, L'étude des problémes de cette nature pourra, s'ils sont asseq
complexes, étre facilitée grice A P'emploi de la méthode des échelles
multiples. Dans la formule (1) figurent, en effet, de fagon naturelle Jes deuz@
variables de longueur r, {; on dira que { est la variable phase du train d’ondesyg
(&) déerit le profil du train d'ondes. Quand le temps varie, le profil reste;

identique 2 lui-méme. Mais, en fait, la présence du facteur ! produit une
atténuation de I'amplitude lorsque le temps croft. '

phénomenc dtudié est decrit par p variables 2 va;eurs scalaires des x*
U° U, Ur-' ou par une fonction & valeurs vectorielles U (s, x).

s dirons ici que les Uft, x) décrivent une onde progressive si c?’chaque insffmz
¢ il existe une famille de surfaces § = constante, appelées “‘andelettes”,

’ ! dérivdes) lorsque X

T'ordre de grandeur des variations de Ufet :'1e ses

p?g:e sur une ondelette est petit par rapport d I'ordre de grandeur de ses
pations lorsque X reste fixe dans I'espace. :

n peut donner une forme précise & cet énoncé en introduisant le forma-
be des échelles multiples.

y ons: § = €§ = F(t,x). @

\ us chercherons U comme fonction des cing variables scalaires f, xi fen

& \\ L ant o
UG) = 06 x

\\\\ irsque nous aurons trquvécfl, onvz;fgzﬁzcr:}a( ;)zﬂcur cherchée remplagant

\\‘ ér?gogzgccs? giiﬁ;ndé:ii:ﬁ sont bofnés et si ¢ est petit, (3) déeritbien

jo onde Progressive. Ona
’ 80
sU 13U F

v et )
Y oaxv , O]

Figure 1 . Onde acoustique sphérique

Peut-on généraliser une représentation du type (1) & des cas plus com-
plexes, astamment dans le cas o on souhaite tenir compte d'effets non
lindaires de convection et méme, s'il y a lieu, d'effets dissipatifs? Telle est
la question que nous allons évoquer ici, II n’est pas besoin de dire que la
présente étude ne constitue qu'une bréve introduction 4 un chapitre fort
important de la mécanique des fluides et de la physique mathématique;
I'une des applications principales est celle du “Bang sonique™ produit par
les aviens évoluant en régime supersonique, Ce sont d’ailleurs les travaux
consacrés au "Bang sonique” qui ont ¢té sans aucun doute 4 la base dela §
théorie que nous voulons présenter.

5
F = 2F (5)

long de toute trajectoire représentée paramétriquement par x=(h

du _1 o0 dF 50 dx
s 37 e 9f dr = ox* dv

Wi on s¢ déplace sur une ondelette F = qonsf:aqtc, le second lme‘;l:re aune
hleur beaucoup plus petite que si on se maintient en un p‘omt ;.c aible
Cette description est adaptée pour I'étude da‘.dtralgs ddznd?isczomin?;ité
' imite, d’ondes .
' , des ondes courtes, QU ENCOLe, 3 lalimite, isco
'E;:;quons enfin que la notion considérée est une générahsamzlr:1 ci: Ll::
L i A = G(E)]; (3) montre que, en que
| tion d’onde simple [cas o0 UGx?) = G(H]:i ¢ ' :
iu:nnotre onde progressive est localement une onde simple g évolue
elativement trés lentement.

VL1 Description Mathématigue du Phénoméne

Nous ddsignerons par x', x% x*ou x'les coordonnées cartésiennes ortho-
normées d'un point de l'espace que nous désignerens aussi par x, 7 le temps
que nous noterons aussi x° Un indice latin prend les valeurs 1, 2, 3; un
indice grec les valeurs 0, 1, 2, 3.
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VL2 Probléme Linéaire
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gostante d’intégration, on obtient ainsi:

Nous commengons parrechercher les ondes progressives pourun phénop,

0, = a(f x)R(x"). (13)

qui peut étre décrit par un systéme d’équations lindaires que nous éenpglmme toujours dans ’application de laméthode des échelles multiples aest

au U , U
Uy v Aéw +8,U =A0'3_)‘C‘,',+BOU =0

(

Ag, Bysont des matrices p x p fonctions de x et de 1, AJest lamatrice unjg

VI.2.1 Développement asymplotique formel

r

i ’ i i écessaire sur a (¢, x*)
rminé 3 ce stade de I’étude, et I'information n (
iiti:ndra de l'examen de I'équation (_10) pour n = 2. En effet, d’aprés
ﬂr” on ne pourra calculer 8U,/3¢ que si

L-£(0)) = 0. u (14)

Ul = 0 x2) = Uglx*) + 8{eD, (2, x°) + U (8, x*)+ ...}

sans imposer A U de conditions aux frontiéres ou de conditions initj
Le facteur § ne jouera aucun réle, puisque P'équation est linéaire; j|
arbitraire et figure dans (7) uniquement pour rappeler que, dans le
linéaire, aucune limitation d’amplitude n’est imposée 4 la solution.

Substituant (7) dans (6), égalant A zéro les puissances successives de,
et introduisant la matrice C, définie par

CD = A(‘)’ 3 (
il vient

aU,

COﬁ =0, 0
a0 .

C"Tag_n + 0, ) =0 (10y

Nous ne pourrons avoir une solution (7} non banale que si
det(Cy) =0, (1

équation qui exprime ici que F{x") est une surface caractéristique. Suppe
sons qu’il en soit ainsi et admettons €galement que Cyn’admette alors qu'une
seule direction propre 2 droite et & gauche. Nous désignerons par R et L de

tels vecteurs, assujettis 4 une normalisation partielle comme indiqué ¢
dessous:

GR=LC, =0, LR = 1. (1)

Bien noter que R et L ne sont fonctions que des x* {et non de {). Dou

d’aprés (9) aU/ag est colinéaire 4 R, Par intégration, en prenant oulle ls

L-%(aR) = LAgR% + aL- Z(R).

ons
LAR = V& K =L-4(R). {15

condition (14) s’écrit !
da da _ (16)
=— 4 Vi— + Ka =0.
T(a‘) ot + Oax % &

("est une €équation lindaire A laguelle doit satisfaire la fonction o. On dit
we T(a) = 0est I'équation de transport. Manifestement, F§est une wtess:.e:
‘est la vitesse de rayon. On appelle“*rayons™ les intégrales du systéme (si F

Aty (17)

tdérivée le long d'un rayon, opérateur

5_"3 ¢ & (18)

Ainsi le long d’un rayon, (16) est une équation différentielle ordinaire dont
lntégrale générale s’écrit

o= f(Dalx),

i a(x®) est une solution particuliére de (16)—-—T(c.r) = 0. La variable {
vintervient en effet que dans la constante d‘intégrauo_n_. Enreple générale f
tépend aussi du rayon; mais nous ne considérerons ici que le cas od f est
une fonction de la variable { seule. _

Ainsi nous avons mis en évidence une solution pour laquelle la terme
dominant figurant dans le développement entre parenthéses dans (7) estde la
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forme
U, = f(Da(x)R(x") = f(5)W(x") 1y

S(&) estla fonction phase: elle décrit le profil de I'onde, R (x*) est le factey,
structure, a(x*) un facteur de modulation (lentement variable). “

On peut calculer U,, U, sans difficulté. On tr
) . ouve
U,, est de la forme aue defagon Bénérdy

O, = fu(OW,.(x9), (a
on f, est telle que

Yo _ -

dg =Jmrs =/ (21]

Qn pc_ut méme mpntrer que le développement est convergent, On a dop,
b.xen_ ainsi construit une onde progressive, On remarquera que l'on retroy :
ainsi la théorie des ondes courtes. Dans ce cas f=e-"etf estencore .
protionnel & e -i; Ia vitesse de rayon s'identifie 4 la vitessemdc groupe, e

V1.2.2  Propriétés des rayons

1 est clair que la détermination des i
_ rayons constitue une étape capi
construction précédente. pecapiialede

L'équation (11) est une équation aux dérivées partielles pour la fonctig
F, homogene et de degré P parrapport aux F,. Comme C,n’admet qu'une

seule direction propre (2 droite ou 2
‘éeri auche), on peut r
I'écrire £ ), on peut résoudre en Fy¢

Fﬂ + Q(Fkv xi:, 2‘) = 09 (22)

{2 etant une fonction homogéne d’ordre 1 des F «- On peut &’ailleurs norma
liser F, en posant

Fo = ~Awy, F,=An, A=(F}+ Fi4 F)" @3
WO = Q(nky xk! t) (24]

n est le vecteur unitaire normal a 'onde; w, la vitesse de phase. On peut
alors facilement démontrer les propriétés suivantes:

1) La vitesse de rayon est donnée par
V('§= aFk Q(Flm xk5 t) (25)

qﬁ 9, est la dérivée particlle de 0 par rapport 4 F, lorsque F, , x* ¢ sont con-
sidérés comme des variables indépendantes.
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2) wo = Vinm, (26)
l, vitesse de phase est la composante normale de la vitesse de rayon.
3) Fest constant sur un rayon.

4) La formule (25) montre que les F§dans (17) dépendent des F. Parsuite
/7y n’est pas suffisant pour déterminer les rayons. Par contre, on a

sx* SF,
=00 =00 @7

(¢ systéme—canonique—permet de déterminer les rayons, connaissant
saturellement des conditions initiales convenables,
5) On a:

84

i g, 0. (28)
les rayons d’aprés (27) sont les caractéristiques de ’équation (22) et les
picaractéristiques du systéme initial (6). Si Q2 ne dépend pas de ¢, les rayons
prment une famille de courbes déterminées une fois pour toutes (comme les
rajectoires s’identifient aux lignes de courant dans un écoulement station-
naire). Si £ est indépendant de x°, les rayons sont rectilignes.

6) Trés fréquemment, on peut écrire I’équation de transport sous la forme
o, @ .,
— +—@WVH =0 29
i) (29)

Cest, en particulier, ce qui a lieu si le phénoméne peut se décrire par une
formulation variationnelle. # est I'action (de I’onde). L’intégrale de % dans
un volume qui se déplace avec la vitesse de rayon reste constante. On peut
alors trouver une intégrale particuliére de I’équation de transport.

VL3 Application 4 1a Dynamique des Gaz

Un écoulement de fluide parfait compressible est décrit par cinq fonctions &
valeurs scalaires, masse volumique p, vitesse «', entropie spécifique 5. La
pression et la célérité du son sont données par la thermodynamique

= 2= a_p
P P(P’ S)’ = ap (30)

Ainsi on a

U = {p, u', u? w0 s}.
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Le systéme (6) s'écrit

dp é .
E*‘ﬁ;(ﬂ”):(},

ai i i
u+uau 1 ap

"——-+—-v—-=0,

at dx7 p Bxf 0’
as 195 _
ot T =0

Si on connait une solution Po(X, 1), ufix,
chercher une solution voisine (n petit)

U(x, ) = Uy(x, 1) + qU (x, 8),

1), so(x, #),0n peut se propose;

€n prenant pour U, une solution dy systéme (31) aprés linéarisatioy 1‘1

systeme linéaire associé 3 (31) s’écrit:

opi . 8p . oul  dui @

o, T HSS + pe— ¢ p, TR 00

at oax'+P°6x" p‘ax’+u'-ﬁ:’7:0’ &
ouj

; dut 1) 8 s
_._+u6~'_+ Lep _'p.[_+ _l_@ (_3& ; Jy
at ox) " N\popjoax’ " \pas) o T M ans
cof@C2)) 2 (2 (12))

dp\pépl ], oxi 2p\pds] J,ox
+ 5, (Ea_ (lég 2&2 + i _I_EE 95, 0

A p@p gax‘ &s p@s oaﬁxf -

as ;
@, uéas,- u.as _
ot x/ ox!

Ce systéme est bien de la forme
lieu de U,
Ecrivons {’équation (9)—compte tenu de (8)—en posant

au,
—3§—=,u, e, o),

(6), la fonction inconnue étant ici U, ay

il vient, avec les notations (23), pour (32),
pa(bn; — wy) = 0,

Eliminant le cas on uhn;, — w,

=0, cas o0 les ondel i
_ ettes seraient des ces
fluides, on aura donc nécessaj o

rement u, = 0. Compte tenu de ce résultat (%)
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it

Fo(zl(")"( - Wp) + PoteTt; = 0,

| (33
Elk"s + g — wo) = 0.

suite, on ne peut calculer les u, que si
{ubn; — wo)? -c3=0;

ment dit, la composante normale de la vitesse relative du fluide par
ort A ]a surface d’onde est égale A la célérité du son; (24) s’écrit ict

Wy = ufn; * Co. G4
o en déduit que (22) prend la forme

Fo 4+ Ful xe(Ft + F} + F)¥2 =0, (35)
yque, d’apres (25), la vitesse de rayon est

Vi = ul + ey, {36)

te formule généralise un résultat bien connu en acoustique. Compte
wu de (34), on peut déterminer les u, en résolvant (33):

€y
i =
# o
r, R est colinéaire & 4. Nous prendrons
R: i%‘l,nl,nz,n3,0 . (37
¢

lamatrice C,, en tenant compte de (34), s’écrit

e, Polty Polty Polly 0
;—fnl ¥C 0 0 G’ %)Om
—cPﬂ:nz 0 e 0 G) %) moG9)
g_nj 0 0 FCo (%’ %g)ona
0 0 0 0 Feo -

He présente certaines propriétés de symétrie et connaissant le vecteur
propre 4 droite, il est facile de déterminer le vecteur propre a gauche
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vérifiant Ia relation 2)

1
L:E _":-cﬂ,n[,n:lna,.:t_ _I_EE .
Po S \pds/,

‘WWecrons

- au au . 80U .
Z(U) = Aé"a?; + Ag_,(U)a—xf- + G, (U) = Aﬁa_‘, + B, U,

Focrateur & pouvant alors s'identifier 4 celui écrit en (6). Substituant (42)
ans (41) et tenant compte de la formule fondamentale (4) pour le calcul des

r—

Enfin, I'équation de transport, apras quelques calculs s'éerit

e a ¢
ot W tan) 5 4 2 0S8, L (o b s (41) ot m, !
X ax! o \ ¢ 0ax! vées il vient en utilisant la définition (8)
n 2
2= (e 20020 i 0
g = 0' F Y aU
Fo ax[ dx‘ ( 6C03§i+5€ C'Daa_tg1 +-g(U|,) +5A§'|(U|)F,‘%l-;—’ + "'=0- (44)

?:r ;ctn;zrr?::lraaciuc. v;x le choix fait pour R, Ia perturbation de vit
{ € 4d la surface d’ond ’ o
ormal & oyl st ¢ et qu’clle a pour mesure gsurle vecled

P terme dominant est le premier écrit. Par suite on peut encore écrire (9),
Wisgrer et trouver U, comme en (13). Si maintenant on considére le terme
Mminant restant, on voit en regardant les termes entre parenthéses que
V14 Effets Non Linéaires de Convection gpur avoir une équation non banale ol ies effets non linéaires ont effective-
Le systéme (31) mont , et un effet cumu.latif. 11 faut prcndrc§ =0(). Danslasuit?nous poserons
Nous I'écrirons: nire qu'en genéral le systéme A étudier sera non lindaMgrplement & = 1. Cecidit, pourpouvmrca}culcraUz/ &§, puisqueiamatrice
’ I, cst singuligre, il faut que U, = aR vérifie la condition de compatibilité

l = A “fxe -?—[l o« ) ‘€ a
u) (x.maxv-f-C(x,U)::O ol L-.‘?(aR)-i-L-Aé,,(aR)F,,R-éE:O,
ol 40 i :
i cstcfr:-;? mabtz]'mc unité. v plus explicitement avec les notatioas introduites en (6)
V. que o I;zm‘ ;a’blc, comme le montrcl'excmplcétudiéé,laﬁndclasc 'Yy a g 3
’ st l'amplitude de la perturbation reste faible, les effets nifl, 1 (@) + la 3% = ‘a% 5362 + Ko + Fa— =0,

o T e < PEOPAB s ds istancs s rands,
atl. Nous supposerons encore que Uy(x?) est une solutjofilion pose
Ulxt) = Upx?) + s0x7) P = LAg, (R)FR.
U(x*) = el . 2 . B seule diffdrence avec le cas linéaire—mais elle est fondamentale—est
- })lés Uil x) + 20,8, x) + ... Mlpparition d'un nouveau terme dans I’équation de transport. Pour con-
ar hypothése de doit étre petit pour i irui lution, on deit encore déterminer la vitesse de rayon (24) et
' que lasoh.ltlon : jruire une so , ¢ ! . Yy
ment une pert.urbanon de la solution donnee U ?f;fcggcsoncffc?dg 8 rayons (27) selon le modéle-lindaire. Mais 'amplitude de I'onde n’est
fectucé la ;ubshtution de (42) dans (41) il nous faut fntrolduir:;e%%t:]o L S5 obtenue par résolution d’une équation différentielle le long du rayon
ment de Taylor de Ia ice Av S OPPelE. dquati dérivées partielles
écrirons: matrice 4* et du vecteur C ay voisinage de U,. Nouf ;us par une cquation aux denvees p
E 3

At = Af 4 5450 + ..

% 4 Ka+ raZf =0, 45)

C=Cy+8C(0) +.... (434 on connait une solution ¢(t) de I'équation de transport du cas linéarisé,
Par & ) . - 4lon pourra réduire 'équation (45) 4 une équation de Burgers sans dissipation.
exemple Af,(U) est une matrice p x # dans laquelle chaque ¢lémeniiPosant, en effet,

3‘::;1 un plqjlywmc hornpgéne de degré 1 par rapport aux composantes dy
eur U, les coefficients de ce polyndéme étant fonctions de x-. Now®

a = (B, ‘;—‘t’ — (0T, (46)
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il vient 5 e~ sont tous les deux o(€), la phénoménc cn premidre approximation

néal i fe-t= ffets dissipatifs sontnégligeables
inéaire. Si 8 = O(1), ve 2= o(e) les ¢ patl B 5o
jﬁ + .Ba‘a—"z =0. 4 na.lysc faite en VL4 reste en premicre approximation valable. 51

o

b et 5e-2 = O(1), les effets dissipatifs sont a P"c“dﬂi on compes T;Sdgznu:
. . - - : i - VDR i us riche ou
Si on connait les conditions initiales donnant Ia valeur de 8 en un pointg les effets non linéaires de oonvcﬂlonl- L° 3"‘; 1;{:; ¢ -* sont O{1). Nous
rayon (en lequel on peut poser o = 0) on pourra appliquer les résultfls reatrent en ligne de compte est celul ©
donnés au chapitre précédent pour résoudre I'équation de Burgersfrons
évcntue]lemept déterminer les ondes de choc. 5= 1, 5(xe) = e LM, F.D¥FR,
Notre derniére remarque portera sur la signification de I On remarq ?
que 4§ (0,) est le terme dominant de la différence 4*(U) — 4§, si bienqy
s o _a’a (50)

LAf,(0)-R = L(AX(0) - 49R = V* - ¥4, NELLIp ML
—_— 0
axk

= pPe=—
i - . ; 252
si V¥ est ]a vitesse de rayon exacte. Par suite & a4 $

aux dérivées partielles & deux variables (£ estun
me en VI, on suppose connue une
du systéme linéaire et si on introduit

ien que 1'équation de transport (45) §'écrit alors

el = F(VE — V§) = an (VX - VE) = A(w — wy), (4t eo fait une équation

W . it le long d’un rayon). Si, com
si w est la vitesse de phase exacte. 5i on prend A = 1, auquel cas e{ est ugh .. ¢(r) de I'équation de {ransport
abscisse A I'intérieur du train d’onde, on voit que e e 5t le terme dominani g notations (46) et que 'on pose
la variation de vitesse de phase lorsqu’on passe d'une perturbation d amplitudj
nulle a la perturbation & amplitude €. p=cln

peut écrire I’équation de transport S0uS la forme canonigue:

VL5 Effets Dissipatifs o8 9B _ ,,(g)fi‘i. ey
4 = 2
Si le milieu est faiblement dissipatif, peut-on encore parler en un certain seg %
d’'onde progressive? Peut-on proloanger la présente analyse? Dans quellj
conditions les effets non linéaires de convection et les effets dissipat]
sont-ils de méme ordre? Telles sont les questions auxquelles nous allog
apporter un commencement de réponse. ;

Supposons donc que U vérifie I'équation

'- obtient une équation généralisant légérement I'équation de Burgers

brce que 7 peut dépendre de o), résultat qui souligne bien tout l'intérét
b 1 eut porter A I'équation de Burgcrs‘. oy
-1\::: 12 caspoﬁ les effets de viscosité dominent les effets non hnéax;g:mec
vection J’équation de transport si on peut -1a mettre SOUS 1:n§ forme
Pronique ,analogue A {(51)estune équation linéaire généralisant léger

=0 (4. de la chaleur.

MUY — iM(xs Uy 2] pw (e 1y U
ax* axv

ol M et les D* sont des matrices, & est un coefficient petit donnant I'ordg
des cocefficients de dissipation. Si on fait dans les termes de dissipation,§
substitution de (42), en tenant compie toujours de la formule fondament#
(4), on voit que le terme dominant s'écrit, d&s que 'on suppose ¢ = o{8

Application 2 la Dynamique des Gaz

. ’ icati cée en
' i ‘exemple, completer 1 application commen
. POUVOHS,I ; ‘111 téfl Sé:)l:fta.tp(fi()), il suffit de calculer les coefﬁme-nts r
b o suppo 1, autrement dit que €} est une abscisse 2

F - Nous supposerons A =
5 i ot in d’onde.
> (”6 TMEDRE, ig‘ e e aterminer I Vaide e la formule (48) selon laquelle

; {52)
et c'est ce tertne qu'il faut retrarcher au premier membre de (44). La prg

raiére équation A écrireseraencore (9)si s = o(e). C'estla condition nécessairg
pour qu'on puisse parler d'onde progressive et étendre 'analyse qui prig
c&de. Dans la deuxiéme équation nous aurons & comparer 1, 8, oe 250" w = ufn, £0-

Fa=w, Sl w=wWg+ew t -

4 I'on a, d’apreés le calcul fait en V1.3, appliqué au systéme exact (3 1)



- vet . On a figuré le long de Mn Pallure du profil des pressions. MQ reprill:

143
EN MECANIQUE DES FLUIDES
142 PAUL GERMAIN METHODES ASYMPTOTIQUES

Mais on a, par ailleurs, en tenant compte de (37), Alt)

éc p dc
f=l5) =2+ (L a,
9974 (c dp /.

et par suite

w,=Fa=[I + (!3_5.5) }a: (_l_a_(‘-'ﬂ)_) o
cdpfo c dp J,

On a donc en définitive:

1 a
F= ( "‘—(CP)) . (
cdp 0
Si le fluide €st un gaz parfait 4 chaleurs spéc]'ﬁQch constantes, d’.llﬂdl'
adiabatique y, on 2
y+ 1
. d Ons entre
' N in A ' MQ) et du faisceau des ray
Le calcul de 5 n’est pas difficile; il faut toutefois €crire les termes donnant i 2 Schématisation du train d'ondes 4 I'instant ¢ (AMQ)
effets de dissipation dans le systéme quj va remplacer (31), ce qui est un pelnstants x et 1

long. Nous nous contenterons donc de doaner o résultat (dans le cas d'g
gaz parfait 4 chaleurs spécifiques constantes):

b= (.4..": +.1£ +._k(t:" l)) ;
3p 5 /o

I'=

i ces questions 4 ['abondante littérature développant les parties de la

ination des conditions aux
’ rie que nous n'avons pas abordées {détermin

est le coefficient de viscosite, 3K = 34 + 24 le coefficient de viscosist \ aque discipline.
ﬁoluquuc (A, ules coefficients de Lameé), ke é‘oefﬂcicnt de conductibifffgigeifiques que 'on rencontro dans chaq F
thermique apparaissant dans la loi de Fourier, ¢, la chaleur specifiquedlé
pression constante. L'équation (50) montre que 5 est Je coefficient classiqii
d’amortissement des ondes acoustiques de faible amplitude, -

s résultats donnes ci-dessus trowvent une application fort importanilF ion ici d'évoquer 'abondante littérature consacrée
dans I'étude du “Bang sonique”. L4 figure 2 illustre schématiquement jJline peut étre question i

an I instant ¢. On train ag des i i suivent sont limités

: i des. Les commentaires qui suiven .
o o e posion on 2 Finstant e ooi g empmenp o cstizzs dvoquées dans ces deux derniers chapitres. 1l
4 cet instant. B désigne la position de I'avion A Pinstant antérieur 7, Opffie t aux qu

i fait mention sur
' i i la plupart des résultats dont i est
5 G Ny i do prodt s serire e A f?gfsmdio::ﬂi;réggfé gupdcpdissipa,ﬁon sur la propagation des ondes ont

Remargues Complémentaires pour la Treisiéme Partie

A btenus au moins partiellement sans faireappelala t‘cchniq.u.e des échs(l)l::
‘ ‘;i ]ecs Nous pensons toutefois que la méthode d CXpOSlT.lOﬂt écxlllll:.tiquc

’ on.f rct.cuUe est intéressante car elle présente un cara:t:re‘ :gz < djvcrscs.
fait de tenir compte constamment ds}ﬂs les :sor::ggs;cm ::t Avheo
bih tes dans le probleme facilite trés s ,

: ! :tu gz Ff::ll:: et gvite le risque d’oublier 4 un moment ou 4 un autre I'effet

B I'une ou I'autre échelle.

sente le portion du sol 3 linstant ¢ qui est affectée par le “Bang som’que"

)
Conclusion
Nous arreterons 14 cette introduction A |a théorie générale des ondes progref
sives qui illustre bien, nous semble-t-il, Pintérat de la méthode des échelld
muitiples pour I'étude de phénoménes de type cumulatif, [i s’agit d’up



145
14 PAUL GERMAIN

ETHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES
L'exposé présenté en V.1 résume les idées principales d’un mémoire] L’utilisation des échelles
Chikwendu et de Kevorkian (1972) oit le lecteur trouvera plusieurs exemg
intéressants et diverses modalités d’application, notamment au cas dg
résolution d’un probléme de Cauchy, cas qui déborde celui d’une oy
progressive pure puisque les deux familles de caractéristiques sont i o4
sidérer. Deux nates récentes de P. A. Bois (1972, 1973) permetienid., g -
pousser plus loin le développement en surmontant CCI'T.B.EI:ICS difficulls de nombreux mémoires, ont étu,dsé par <.ics métilOdZS l;fsé:l;::_gz
restant dans 'application de la technique proposée. Exobreux problémes de propagation d'ondes t'a%blc-.r:m:n1 no e ectre
L’équation qui fait I'objet des sections V.22 V.4, a ¢té introduite initiglls <o1vent dans le ¢as unidimcnswn_ncl—-et qui ont el le ml’on wut ren-
ment par Burgers (1948) comme modéle permettant une étude de la turlllh ;i dence différents types d'équations de tra.gsport %‘; e des |asmas
lence. L'étude mathématique conduisant 4 la résolution donnée en (V, &8 1rer. A cet égard, les applications qu'll_s ont faitesent na ges i)r -
et a 'analyse de la structure des solutions avec chocs 2 €t¢€ donnée poull, rort intéressantes. On trouvera les principales _référeznccs boes l‘étudt:.
premiére fois dans le magistral mémoire de Hopf (1950). La formule (V, @ 4ans un récent mémoire de Jefirey et Kakutani (1972), so1
fut aussi trouvée indépendemment par Cole (1951). Le réle joué glko nthese déja citée Germain (1971).
I'équation de Burgers dans I'étude des dcoulements plans a éié simultaglvect ggalement & cette étude que
ment mis en évidence par Hayes (résultats communiqués au Congrés@:.oir des informations sur des probleémes
Bruxelles en 1956 et publiés en 1958) et par Lighthill (1956) dans @ ., viscoélasticité.
important mémoire ol se trouvent abordés de facon pénétrante les questicllt
qui font I"objet de cette troisiéme partie. On trouvera également un expj
introductif sur I'équation de Burgers dans un article del'auteur (1960 ct. 48
premier chapitre d’un exposé< sur la théorie locale des ondes de choc (1578
des indications, notamment bibliographiques, surles problémes posés pag
nature des solutions avec chocs et leur généralisation 4 d’autres équati
aux dérivées partielles. Signalons aussi sur ce sujet le travail de Blackstq
(1970) trés utile pour ceux qui ont A utiliser I"équation de Burgers dans §
problémes concrets. 1
Les résultats trés simples donnés en V.5 ont ét€ obtenus pour la premiy
fois par Whitham, en mettant en ocuyre la méthode de distorsion des cogll rotics”, Ann. Review of Fluid Mechanics. y 2812*3']2}'-'“; and Similitude, Princeton Univer-
données. Ils ont été généralisés par cet auteur dans plusieurs articles, notagiekhoff, P?és(wso) Hydrodynamics. A study in Logic,
ment celui de 1952, qui constitue la premiére contribution important sty Fress- imensional Analysis, Yale University Press.
P’étude du “Bang sonique”. Les effets d’ordre supérieur ont été étudiés; &Eﬁgflwﬂq. E. (1966) “Generalized self-similar flows™, J. fash Maths.
voir par exemple Lighthill (1954), 1a question est reprise trés compléteme] i, 2, 1-11. ~ " 1 sonigue autour
et avec beaucoup de clarté dans vn récent mémoire de Crocco (1972). f& Ap, D. et Tournemine, G- ézloéullh‘;f:n?"syﬁ;::u?c? j: L?ﬁ;ﬁﬁz 41;—“6‘-
L’exposé, un peu systématique, de la section VIs’appuie sur une étudeglf 9 uo profil d°““é',,céci)i;;lwm ;mmniqucs homogeues™, Progress in Aeronaurical
synthése de Pauteur (1971) & laquelle le lecteur pourra se reporter pour g ™" P 3“?5;_)_273 )
développements complémentaires et des indications bibliographiques sygili fr?::“é (igs'.r) Theorie Schallnaher Stromungen, Sprioger, G:;;xnngﬂl}-{ss
plémentaires. Les idées essentielles ont été élabordes lors des nombreus@lE oo [ ot Lifchitz, E. (1971) Méconique des F luides, Editions M, |
études consacrées au “Bang sonique”, qu'il est impossible de citer icig

[ 3 H . -enhcxm A. K Kuhl A, L. mCl. . (l 2) i} SCLf‘SmlI.IaI las aves
qul (“lt é Vi 5 , . . ot M hd 97 O blast w

nérale semble due 4 Guiraud (1969).
E;lcgséqui est présentée ici, 2 également €té ;mployéc pa:dLukc (1119\362
s I'¢tude des ondes périodiques non l?armomques de grande gmlpgm
toduite par Whitham; elle a ¢té reprise da.ns. son mémolire cnom ”
pignalons encore P'article de synthése de_ L_:ck (1970 ;;k surto <
y de I'école japonaise autour de Taniuti, Jeffrey, utani, qui,

fous renverrons le lecteur d&irch
de méme nature en élasticité
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