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PREMIERE PARTIE Solutions Homogènes en
Mécanique des Fluides

Introduction

- phénomènes étudiés en physique classique conduisent bien souvent à
systèmes d'équations aux dérivées partielles fort complexes dont il est
que toujqurs impossible de trouver la solution analytique générale
licite. Bien souvent meme, la solution répondant à des conditions
-ales et à des conditions aux frontières prescrites est fort difficile, sinon
rs de portée dans l'état actuel de l'analyse. Mais il arrive fréquemment
'il soit possible d'étudier certaines solutions particulières. Ceci se produit
particulier lorsque l'ensemble des solutions du système envisagé reste
ariant par certains groupes de transformations.
Alors, si on se limite aux solutions qui jouissent de certaines propriétés
nvariance vis à vis d'un sous-groupe de Te groupe, on définit ainsi une
e de solutions qui vérifient un système portant sur des fonctions dépen-
t d'un nombre plus petit de variables indépendantes.
Particulièrement remarquable est le groupe des transformations dites
es ou semblables lié aux changements d'échelles des grandeurs inter-

nant dans le phénomène physique considéré. Les solutions que l'on obtient
rs sont appelées /wrrwgèllLs ou semblables (en anglais self-similar) On
uve dans la littérature de multiples exemples de solùtions homogènes;

, ais c'est sans doute en mécanique des fluides qu'on a découvert la plus
ande variété de telles solutions, qu'on les a étudiées le plus complètement,
e l'on a particulièrement élaboré les méthodes qui permettent de les
tenir et les enseignements qu'elles fournissent.
La première partie de ce cours s,,"propose, sur des exemples qu'on essaiera
varier, de donner un aperçu sur cette question. n n'est évidemment pas
estion d'etre complet, la littérature comportant certainement des cer-
. es de références. On espère toutefois donner une idée de l'intérêt et de
importance du sujet.
Sans être exhaustif dégageons dès cette introduction quelques conclu-
ons générales de l'étude des solutions homogènes qui seront illustréés et
- récisées dans les chapitres qui suivent.

1) Elles fournissent parfois la solution exacte de problèmes, particuliers
tertes, mais intéressants en eux-memes.
l
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(3)

(4)

(2)

T, := afjn],

Uij := -pSij + Ti}'

v.=0
, 'd rt àl'obstacleV - V _ W désigne la vitesse relative du flUi e par rappo

Ù ,- 1 !. d' . tl'Iéàl'obstacle) Sur une surface de contact,W désigne la VItesse un polO . . T
a relative V, doit être continue ainsi que le vecteur contramte ,
our la direction il normale à la surface. Rappelons que

1 Ecoulements Rectilignes Non Stationnaires

1.1 Généralités . 1 •

s'intéresse à un fluide incompressible (masse volunuque p constante) et
viscosité constante }L De façon générale le champ des

e U ( x x t) = V (x t) dans un repère orthonorm 0 esosantes 1 XI> "J, , , . (x x t)-
rdonnées sont désignées par x,, x" xJ-et la presslOn-p X,, " J,. -

(x, vl!rifier dans tout domaine fluide le système des équations
e Navier-Stokes

p (av, + viv,.) + p, = /; + l'AV"at .
(1)
.

ù f, désigne les extérieures volumiques, qui d'ailleurs seront
n' Les trois premières équations (1) traduisent la conservaùon e a
u es: . te' _ 1 23) ladernièrelaconservaùondelamasse.
uantlté de mouvemen 1 - , , , .. d' épétés et la
n fait usage de la convention de sommation sur les ln Ices r ..

t Ù
· V désign·e av/ax Sur un obstacle, on doit écrire la conditiono a on IJ 1 j'

adhérence

1 Phénomènes de Diffusion

.dérerons ici des situations physiques très simples.impliquant
US d'énergie et par suite une diffusion. En mécamque des. flUld.es
slpatlOn .étés principales conduisant à ces phénomènes sont la VISCOSité
deux thermique Par raison de simplicité nous ne les ferons pas
la con. UC.I ultan·ément les exemples traités complètement. Nous
tervemr sim . très' les. d'abord quelques écoulements très calsslques et slmp.

incompressibles, puis des "d'ondes therml-
". enfin vu leur importance en mécanique des flUides, nous don?erons

indications rapides sur les solutions homogènes de la théone de la

uche limite.

On pourrait penser à juste titre que les moyens de calcul dont on dis
actuellement et qui permettent d'obtenir numériquement les solu
cherchées diminuent l'intérêt de ces solutions homogènes; et certes d
passé elles constituaient bien souvent la seule source d'information don
disposait. Mais les conclusions dégagées plus haut sont par elles-mê
rassurantes. Les informations qu'on en tire sont plutôt de nature com
mentaire de celles obtenues par calcul numérique de solutions particuli
et d'ailleurs, dans de nombreux cas, l'étude préalable des solutions ho
gènes constitue un auxiliaire précieux et parfois indispensable pour celui
doit bâtir un programme efficace et réaliste.
La théorie des solutions homogènes présente bien évidemment des li

étroits avec celle de l'analyse dimensionnelle. D serait intéressant de
dégager de façon très approfondie. Nous formulerons seulement quelq
remarques à ce sujet. Disons simplement ici que la méthode des soluti
homogènes complète et précise la méthode de l'analyse dimensionne
Comme elle, mais allant nettement plus avant, elle est particulièrement u
lorsqu'on doit étudier un phénomène physique d'une assez grande c
plexîté.
Les exemples que nous avons retenus seront abordés au cours de de

chapitres. Dans le premier seront traités des problèmes de diffusion; d
le second des problèmes d'écoulement de fluide parfait. En fait, obligés
nous limiter, nous avons choisi, dans le second chapitre, de ne traiter
complètement que le cas des écoulements stationnaires transsoniques
est l'un des plus intéressants par la variété des questions qu'il soulève.
aurait été aussi fort souhaitable de pouvoir évoquer les écoulements n
stationnaires dépendant d'une variable d'espace. Nous ne pourrons q
renvoyer à la littérature très abondante consacrée à ce sujet.
Le classement n'est pas significatif en ce qui concerne la théorie des sol

tions homogènes, il repose plutôt Sur les caractères des problèmes physiqu
considérés et par suite sur le type d'informations que l'on peut retirer, sel
les cas, de l'étude des écoulements homogènes. Mais insistons pour termin
sur le but essentiel que nous nous proposons: dégager sur les quelqu
exemples retenus les méthodes générales d'étude, les propriétés général
et les problèmes généraux qui se présentent normalement dans la rechere
et la mise en oeuvre des solutions homogènes en physique mathématique. ,

2) Elles mettent en évidence des propriétés qualitatives essentielles
l'intelligence des phénomènes considérés.

3) Bien souvent elles donnent les termes intervenant dans les dévelo
ments asymptotiques des solutions de problèmes pour lesquels il est im
sible de trouver une solution complète.
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û(x, 1) =/(8),

1.3 Exemples

, a) Problème de Rayleigh 11 s'agit de la mise en mouvement d'une masse
uide occupant le demi-espace x, > 0, en contact avec le plan nglde X,
l'instant initial le fluide et le plan sont au repos. mstants t > é
lan est animé d'un mouvement de translation de VItesse donn e
nstante V. 11 faut satisfaire les condItions

O (13)
u(x,O) = 0; u(O, t) = V; t > ; ,
. d'ti' t adws'ant l'adhérence à la paroi. Une des solutionsdeUXIème con 1 on r .

tenues en (7) et (10) répond à la questIOn

u(x t) = V(l - 2/';-;; r' exp( -s') ds)., Jo

•1(9) = A + B Lexp( -s') ds

A t B sont deux constantes arbitraires, Les solutions définies par (7) et
0) des solutions homogènes particulières de l'équatIon de la chaleur

)Plus généralement un sous-groupe à un paramètre s'obtient en posant
= a'. Les solutions invariantes pour ce sous-groupe sont de la forme:

(II)
ü(x, t) = t-'''/,(8)
on obtient bien ainsi des solutions de (6) si /,(8) est une solution de
quation différentielle

L,(f) =1:' + 291: + 2n/, = 0,
uation qu'il est d'ailleurs possible d'intégrer par quadratures,

une fonction de degré zéro de x et de Par suite, s'il existe
telles solutions, elles sont nécessairement de la forme

(7)

c
8=_x_

v'4vï
our que (7) soit solution de (6) il faut et suffit que/(8) soit solution de
quation différentielle

(9)f" + 28/' = 0,
, mme on le voit en reportant (7) dans (6). L'intégration de (9) est immédiate
donne:
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tLa viscosité cinématique de l'air et de l'eats dans les conditions nonnaJes est égale à0,15
0,01 cm21sec respectivement. Celle de la g1ycc!rine est de 6,8 cm2/sec; celle du mercure 12.10
cOl2/sec.

T" = ,,(V I + V)IJ r- l, ),1 ,

formules dans lesquelles <Tu désigne le tenseur des contraintes, TU les
traintes visqueuses, seules responsables du frottement tangentiel. Si le fl '
est parfait, p. = 0 dans (1), et dans les conditions aux frontières il s
d'écrire que seule la composante normale de V, est nulle sur un obsta
ou continue à travers une surface de contact, les conditions tladhére
étant ainsi remplacées par des conditions de glissement, Du point de
mathématique ceci est lié au fait que lorsqu'on fait!" = 0, on abaisse l'or
du système (1); du point de vue physique ceci tient à ce que dans le
d'un fluide parfait aucune action d'entraînement ou de freinage n'e '
entre deux filets fluides voisins.

l.J,2 Ecoulements rectilignes Iwrrwgènes
Nous ne nous intéressons, d'abord, qu'à des écoulements rectilignes '
variants dans toute translation parallèle à l'axe des X" dont les trajecto'
sont parallèles à l'axe des X, et dans lesquelles la pression est constan
Ainsi V, = V, = 0, p = Po' D'après (1), VI = u ne peut dépendre de
Donc la seule fonction inconnue est u(x, on pose X, = x--<'t celle
vérifie l'équation de la propagation de la chaleur par tranches planes

!f) au a'u 0(u = ïiï - "ax,' = ,
où v = p./p est la viscosité cinématique du fluide. t Telle est la premi
équation pour laquelle nous allons chercher les solutions homogènes.
Le théorème suivant se vérifie par un simple calcul.:

Si u(x, t) est une solution de (6), alors bu(ax, a't} est une solution de (
quelles que soient les constantes a, b.

11 existe donc, de façon évidente, un groupe continu dépendant de de
paramètres transformant une solution de (6) en une autre solution de (
Nous porterons tout d'abord notre attention sur le sous-groupe obtenu po
b = 1 et chercherons les solutions particulières de (6) û invariantes par
sous-groupe, c'est-à-dire telles que

û(ax, a't) = û(x, t)

quelle que soit la constante a. Nous limitant aux instants t > 0, on voit q
la fonction "(x, 0 définie par

û(x, t) = v(x, 0, i = VI
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priétés de la couche limîtc sur lesquelles nous reviendrons plus 'ongue-
nt dans la seconde partie de ce cours.
Notons encore simplement que si le plan est animé dela vitesse V At',
> 0, P > 0), on peut encore représenter l'écoulement par une solution
mogène de la forme (11)

u(x,l) = At'f-.,,(B) (15)

fonction f-" étant la solution de L_,,(f) = O-voir (12)-nulle pour 8
fini et égale à 1 pour 8 = O.

v
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Fleure 1 Mise en mouvement d'un fluide

14

L'évolution du profil des vitesses est dQnnée par Ja figure 1. La vit
pour 1 et "fixés est une fonction décroissante de x, pour x et " fixés
fonction croissante de t.

On met ainsi en évidence le caractère paradoxal de cette diffusion
vitesse .qui fait que, même à un temps 1 = " • > 0, petit, la vitesse d'
palOt Situé à une grande distance fixée de la plaque est non nulle-m
exponentiellement faible. n n'y a donc pas d'onde visqueuse (ni d'a
thermIque de conductIOn). Par contte, soit k un nombre arbitraire camp
entre 0 et 1 et K la valeur de Btelle que Vk = f(K); le plan en lequel a
constamment u = kVse déplace d'un mouvement donné par

x = 2Kvr.i.,

h) Freinage d'un écoulement uniforme par arrêt d'une plaque La solution
omogène

2V i'u = - exp (_S2) ds,;;;,
!!critle mème mouvement que cdui étudié plus haut dans un tepèrelié à
plaque, t > O. Elle correspond à la situation physique suivante: pour
< 0 la plaque et le fluide sont animés d'un mouvement de translatinn
iforme et aux instant t > 0 la plaque est stoppée.
Si v est petit, le mouvement reste pratiquement uniforme et de vitesse V
dehors d'une couche O(V "xIV), ou x = Vt représente la distance par-
urue par le fluide loin dela plaque depuis l'instant où elle a été stoppée.
force de frottement tangentielle long de la plaque par unité de surface
oir (5», soit Test

au uV PV2{fT=I'-(O,t)=-'--=- -ax v;;;;ï';;; Vx

tle coefficient de frottement Cr vaut:

Cr = --l!- CAŒ avec c = . (16)
en particulier si "est petit et si t est borné, 0 < t < T, la condition u < PV' Yl'x _ v"
est vérifiée en dehors de la couche, dite "limite", d'épaisseur 8 2K P. On peut penser que cet écoulement peut servir de modèle qualitatifà

d'autant plus étroite que" est petit, et ceci quel que soit k '"' lui de l'écoulement stationnaire autour d'une plaque plane selID-mfime
SI petit salt-il. On peut encore souligner que si Vest fixé, le fluide resterg. 2). Ce modèle serait valable si les particules animées d'un mouvement
au repos s'il était parfait. S'il est très faiblement visqueux, la vitesse p . orme ne prenaient connaissance de J'existence de la plaque qu'en pas-
t < Trest.e exponentiellement petite à l'extérieur d'une couche d'épaisse t au droit du bord d'attaque x =O----<:en'est évidemment pas ainsi queles
o (V;;). Sion fllJttendre "vers zéro, la convergence de la solution visque oses se passent. Mais si x est assez grand on peut penser que ce modèle
vers la solution du fluide parfait est uniforme dans tout le dom' t qualitativement exact. Nous verrons en effet que l'épaisseurde la couche
8 :-: x, (8 > 0). Elle converge simplement pour tout x fixé, mais n . 'te, en dehors laquelle l'écoulement est pratiquement uniforme, est
uniformément, la limite étant discontinue (égale à 0 pour x >Oet à Vpo 'ien de J'ordre de "xIV-la couche hlIDte est parabohque-et que Crest
x = 0). ien de la forme (16), mais avec une valeur différente du coefficientc - c =
Ainsi se trouve mis en évidence sur cet exemple simple les premiè ,664.
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wdx

este constant quand le temps varie, comme on le voit en intégrant.2'(w).
( 0 le vérifie d'ailleurs aisément sur la solution trouvée car

(21)

si x> O.

Y'
FlgUIe 3 Diffusion d'une surface de contact

Bw = . r.-:- exp(_8'),
2v4vt

1 au
6) = --.

2 ax

tte solution appelle: les remarques suivantes (figure 3).

Or w(x, t) vérifie l'équation.2'(w) = 0; west nul pour x très grand, donc

-Aux temps très grands, l'écoulement est pratiquement uniforme dans
t domaine borné; si les fluides sont identiques, l'écoulement final a pour
e (V + V')I2.

-Si l'étant fixe, on fait tendre l" vers zéro, alors A = A' tend vers V, B
od vers zéro, B'vers (21V;;)(V - V'). A la limite, les écoulements initiaux
[Sistent pratiquement sans interaction. Ceci montre que sur une surface
contact séparant un fluide visqueux d'un fluide parfait, c'est la condition
glissement qu'il convient d'écrire.
-On pressent bien dans ce probltme que quelque chose diffuse. Il est
. e de voir qu'il s'agit de la rotation. Celle-ci est portée par l'axe des x"
= we, et est égale à:

(

v
=>

Ftpre:1 Freinqc: par une plaque plane

y+,,,
1,,
•1,,,
:,,,,:......-.
(......te Je

i .. ·· ..

cl Diffusion d'une surface de contact Nous deux fluides
premIer-masse p, viscosité l'--occupant la région x > 0

volulTllque p', viscosité la région x < 0:
1mstant .mual ces deux fluides sont animés de mouvements de transI .
uniforme vitesses respectives Vet V,, On peut chercher le mouvem
ulténeur à 1aIde de solutions de type (JO).

x > 0, u = A + B { exp(-s') ds, 8 = _x_, v = E,
o v'4vï p

x < 0, u = A' + B' r' exp(-s')ds, 8 = _x_, v'
Jo v'4v't p'

Les conditions initiales montrent que:

V = A + yÇ2"B, V, = A' _ B' V;;2 .
Les conditions d'adhérence imposent pour t > 0, x = 0, la contin

de la vztesse et de la contrainte tangentielle, c'est-à.<fire

A =A', ,;;pB = v'l''p' B'.
Les constantes A, A', B, B' s'obtieonent avec (18) et (19)

A = A' = V,;;p+ V''';;;;;
,;;p + v'l''p'

B = 2(V - V'l ..;;;;; , 2 (V - V') ,;;p
V;;(,;;p+ v;:p')' B =: yÇ(,;;p+ v;:p,)'
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•

Fipre 4 initiale d'un probléme de diffusion

B' exp( -8'), si x < 0
2yi4v't

w

exp 1 (x - Y)'l = exp! -8'l expl-!L - LI4vt (vt) ln 4vt'

ct en effectuant le développement de la seconde exponentielle on obtie

( ) exp(_8') l'fi 8 'fi 28' - 1%' 1
u x, 1 = (4nvl),n 1 0 + (vt),n 1 + 4vt ' + ... , (

où les "IL, sont les moments de la distribution initiale de vitesse

%', y' uo(y) dy.

I. lA RiJle des solulions hmrwgénes dans les développements
asymptotiques.

Nous le mettrons en évidence dans l'étude du suivant.
Le fiuide occupe tout l'espace. A j'instant initial 1= 0 le profil des vit

est donné par u =u.(x),-Fig. 4-, uo(x) étant nul en dehors d'un ensem
borné -a < x < a. La remarque faite précédemment permet d'écrire'
médiatement u(x, 1):

u(x, t) = uo(y) exp ( (x 4- Y)')dY.
v4nvt vt

Soit à chercher le comportement des vitesses pour 1 grand, x
traire, mais fixé. En

et

constate bien que (24) donne le asymptotique pour t
d de la solution et cbaque terme du est une

lution de la forme t -"'f,,(8) où p = 1,2, .... En particulier le
emier terme est une solution correspondant à une
'liale où tout le ddJit-<jui se conserve quand t varie-<lerait le

wdx = V;; (B + B') = ngdu plan x =O,lavitesseen deborsde ce plan On
4 2 cas, où nulle action extérieure n'est exercée t .=Oet où uo(x) est nul

V V' debors d'un domaine borné, que, pour 1 grand, la VItesse, en raISon de la
Ainsi à t = 0, west une mesure de Dirac: -=-2 8, placée en x = 0, ipation 'Visqueuse, tend vers
Une discontinuité de vilesse peutélre considérée comme unecoud!e surf<' emarque-La solution

de rotation. Cest cette rotation qui diffuse dans tout l'espace, selon 'i'. 1 (x - x.)') (25)
formules exprimées par (22) qui représentent chacune, notons le, ü(x, t) = [4",,(t + T) J'n exp 4v(1 + T)
solution remarquable de l'équation de la chaleur-voir (Il
qui n'est autre d'ailleurs qu'une solution l!\émentaîre de cette équation. " rrespond au cas où à l'instant 1 _ -T, tout le débit est concentré le long du
examinera avec profit la comparaison de la diffusion de w avec celle d an x x•. Or d'une façon générale les quantités
température dans un milieu à température donnée, par exemple T = 0
le plan x =Oàl'instantinitial est soumis àune température infinie par ap 1,(1) = x'u(x, t) dx
instantané d'une énergie concentrée donnée. (Confer 1.1.) -

nt les suivantes, comme on s'en rend. compte en calculant
'l,ldl, en utilisant !feu) = 0 et en intégrant par partIes:

10 = 't'o, l, = 'i'" l" = 't, + 2v <lIot.
Si on calcule 10 , l, et l, pour la solution (25), on trouve

io = %'0' il = Xo "ILo, i, = 2v "ILo(t + T) + xi "IL,
opar construction étant égal à 'i'o'

\

\

\
\•\,r,
1



a", + rot(", " U) =
al

Dans le cas qui nous inltresse, on obtient

(32)

(31)

(30)

(29)

21

(28)

(zfo)' + (rfo') = 0,

zfo = A exp( -z).

Cette solution homogène a pour Mrivte par rapport à 1:

_zlO(z) = _i exp( -z)
. 1 1

ui est clIc-même une solution homogène correspondant à P = 1.

oit

a", _!?L (ra",) = 0
al r ar ar

La connaissance d'une solution de (28) qui est enc.ore l'tquation de la
. e diffusion cylindrique-fourmt un écoulement dueur-m3JS pour un

ttudit, l' ttant détermint par (27) et q par 2nrq "" l"
On vérifie enCore que si ",(r, 1) est une solution de (28)11 estde mê?,ede
( ') Le sous-groupes pouvant laisser des solutIOns Invanantes
'" ar, al. .' t d la forme
b . t posant b - a" Les solutions IOvanantes son e.0 tlennen en -.

r'
,;, = 1-'!,(z), z = 4v1'

(z) vtri6ant une tquation lintaire. Par exemple pour p = 0,
on obtient:

[
(27)

y(r,l) = 4" 0 ",r dr

nest facile de former directement l'tquation vtrifiée par ",(r, 1). En effet
1

+ grad + + roI U " U =

on èlimine la pression en prenant le rotationnel

MtTHODES ;.sYMPTOTlQUES EN MtCANIQUE DES FLIllDES

1 t hélicoïdal autour de: Pue des Xl> Nous dl!signons par I/(T, 1) le
vitesse, par y(r, 1) = 2nrq la circulation à l'instant 1 long

une trajectoire de rayon r. La rotation", = w(r, I)e, est telle que, d après
thtorème de Slokes,

PAUL GERMAIN20

L2 Ecoulements par Trajectoires Oradaires Coaxiales

Nous cherchons des écoulements pour lesquels les trajectoires sont tou
des cercles d'axe Ox, et globalement invariantes à un instant 1 fixé part

_ [ q(8) ].u(x, 1) = u(x, 1) 1 + r J12 + ...

ct, par suite, on peut prtvoir la possibilitt d'une solution de la forme

u x
AI" v"4vl'

u =AI'f(.....!.... A' l"" p)v'4vt' v ' .

Ce rtsultat est bien de la forme (15). Mais il est moins complet. P
retrouver (15) il faudrait savoir que le problème est linéaire ct que par sui
doit être proportionnel à A. Alors la variable sans dimension (A 'Iv) 11+
doit pas figurer parmi les arguments def On retrouve bien (15).
On voit ainsi, et on conçoit bien pourquoi, que l'analyse dimensionn

fournit des rtsultats moins complets que ceux obtenus en partant du 810
des transformations d'tchelles du système des tquations. On comprend a
le lien intime qui lie ces deux techniques. Cela ne veut pas dire qu'on
pas inttrêt à tirer parti dans un problème donnt des rtsultats de l'anal
dimensionnelle. Nous aurons l'occasion de constater plusieurs fois le
traire dans la suite.

En choisissant Xo et T pour que il el Ï 2 soient eUJl aussi égaux à /, ct
aura avec (25) une meilleure expression asymptotique de l'solution qu'
le premier terme de (24). Effectivement:

Sur cet exemple nous constatons une première fois l'un des inttrèts
jeurs des solutions homogènes: ellesfournissenl le comporlement dominanJ
solurions quelconques pour certaines valeurs remarquables ou
variables (ici pour r infini). Plus gtntralement,les termes des dtveloppem'
asymptotiques jouissent normalement de proprittts d'homogtntitt.

1.1.5 Solulions el analyse dimensionnelle
Soit à ttudier par les mtthodes de l'analyse dimensionnelle le problèm
Rayleigh géntralist: le fluide, au repos initialement, occupe la rtgion x
limitée par le plan rigide x = O. Aux instants 1 > 0, on communique au
la vitesse AI'. Que peut-on dire de l'tcoulement?
On peut essayer de trouver un tcoulement rectiligne, la vitesse u n't

fonction que de x et de r. Avec cette hypothèse on forme les monomes ,
dimensions

j."
U

\
\
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(1 )

(2)aT = a div (T"grad n.
al
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aT- = x!J.T,al
T est la température absolue, X le coefficient de diffusivité thermique.
· tte équation est valable sous les suivantes: si une masse
'de est chauffée ou si une énergie est fournie par l'extérieur, il est loisible
s les conditions usuelles de négliger le mouvement du fluide dû aux
'ations de pression causées par les variations de température. Si celles-ci
sont pas trop grandes elles voyagent à une vitesse beaucoup plus petite
e la vitesse du son si bien que la pression s'égalise beaucoup plus rapide-
ht que la température. Tout se passe donc comme si la conduction ther-
que s'opérait dans un milieu à pression constante. La loi de conservation
· l'énergie, qui s'écrit alors,

e aT d'p , - = - IV q + f,al
ù q est le courant de la chaleur, r l'énergie extérieure par unité de volume,
· prochée de la loi de Fourier classique

q=-kgradT
onduit bien à

X!J.T + w, (x = w=

'est-à-<!ire à (1) lorsque w= O. L'analyse classique qui vient d'être rappelée
st en fait une théorie linéarisée. t Le lecteur pourra réintéprêter aisément
us les résultats précédents dans le présent contexte physique.
Nous nous proposons dans cette section de considérerencore un problème
e conduction pure-le mouvement du milieu étant négligé-mais forte-
, ent non linéaire qui, typiquement, peut être décrit par une équation de la
onne

Une telle équation gouverne la conduction engendrée par transfert
.adiatif lorsque la densité d'énergie de radiation est proche de la valeur
'elle a à l'équilibre. On rencontre cette équation dans plusieurs situations
hysiques de conduction thermique radiative, l'exposant n prenant des
eurs de l'ordre de 3 à 7. On trouve aussi une équation du type (2) dans
es problèmes de filtration (mouvement d'un gaz dans un milieu poreux), la
arlable T étant alors remplacée par la masse volumique p.

tLc coefficient de diffusivité thermique vaut dans les conditions usuelles X = O. 21 cm2/sec
pour l'air ct X = 1.5. 10-3 pour l'cau.
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. Soit à étudier la diffusion du tourbillon singulier porté par Ox e
cIrculation r. De façon précise )

y(r, 0) = r, r .. O.

Figure S Profil de vitesse pour la diffusion d'un tourbillon singulier rectiligne

L'analyse dimensionnelle nous apprend que:
y(r, 1) = rg(z)

si est précisément solution homogène correspond
p - l, en 1Identifiant avec (32) on VOlt queg'(z) est proportionnel à exp(
et comme g(co) = l, on a g(z) = 1 - exp ( -z). Finalement on tro
pour cet écoulement particulier

2",q = y = rel - exp(-z)], w = .l:....exp(-z).
8"vl

figure 5 donne l'allure du profil des vitesses. On notera que q(O 1)
00 quel >0. '
. On pourrait sur cet exemple faire les mêmes remarques que plus haut.

s'effectue suivant la loi r=o(Y;;t); petite si vest p .
Identiquement si le fluide est parfait. De plus si, à l'instant initial
donnlUt la distnbution' des rotations "'o(r), on pourrait former w(r 1)

pour son développement asymptotique des résultats analog'uel
ceux sIgnalés en 1.1.4.

L3 Conduction Thermique Non Linéaire dans un Fluide

/. 3.1 Remarques générales
Ainsi que nous l'avons noté, toutes les études particulières d'écoulem
flUtes précédemment relèvent de l'équation de la chaleur que l'on pe

...
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(12)

(lI)

(9)

= O. Celle-ci est proponionnelle à la

vi;; f(l/n)
J= n + 2 f(n + 2)/2n2x/' = Q,

, Propagation du front de la quasi-onde thermique (source d'énergie concentrée et
unée)

T = JT.,

La distribution de la température à un instant t fixé est de la forme

t

( X') ",T = T. 1 - xl. '
IÙ T,(I) est la température en x
empérature moyenne T

Le résultat trouvé mérite quelques commentaires.
'Le fait le plus frappant est que dans le cas non linéaire, (n '" O),Ia tempéra-
e, à un instant fixé, reste nulle en dehors d'un domaine borné. Il existe
s la région x > 0 un front thermique pour la "quasi-onde thermique"

. gendrée par la source plane instantanée, front dont le mouvement est
ooé parx, = MaQ't)II''''l. (\0)

La figure 6 montre le mouvement du front; on notera que la vitesse du
oot d'onde, d'abord grande, diminue rapidement et d'autant plus
pidement que n est grand.

pOUl Itl < to

pour Itl > t.

( n )"' ( f)"'IW = 2(n + 2) td 1 - td

(n + 2) :t + +1 = O.

La solution cherchée doit satisfair les conditions suivantes pour lx1
grand, c'est-à-dire t infini, IW = O. Par ailleurs la solution qui est
fonction paire de t doit avoir une intégrale égale à un, en venu de la con
tian initiale:

Nous reviendrons plus loin sur l'intégration de (6). On peut montrer qu
fait exceptionnel dont nous donnerons l'explication-<>n peut déte .
explicitement l'intégrale cherchée de cette équation non linéaire

[L'+'II-'] et a-'Q'a pour dimension [D++'II). Ainsi
t - 'x et T
- (aQ'I)"I++'l [Q'(al)-')"I++'l

sont deux variables sam dimension. On est donc conduit à cbercher la
tian de (3) répondant à la question sous la forme

T = [Q' (al)-']"I"'l/W,
qui représente une solution de l'équation non linéaire (3).
calcul facile montre que la fonction/W doit alors vérifier l'équation
férentielle ordinaire non linéaire

/.3.2 Propagation aune thermique engen.drée par une SOUTce
plane instantanée

Nous commençons par cet exemple imponant où, la propagation s'eU
tuant par tranches planes, une seule variable d'espace intervient,l'équa .
(2) s'écrivant

!l(Tj = aT _aL (paT) = 0,al ax ax
et où à l'instant 1 = 0, on a T = Q5, 5 masse de Dirac à l'origine. Les se .
données de ce sont Qet a ayant respectivement pour dimensi .
[DL] et si Det Il sont les symboles dimensionnels de la tem
ture (degré) et du temps (seconde). Le produit aQ' a donc pourdimensi



26 PAUL GERMAIN MtrHODES ASYMPTOTIQUES EN MECANIQUE DES FLUIDES 27

'égalité (15) étant vérifiée pour À fixé pour tout a. X.I. Faisons par exemple:

r = (aÀa p ) -l, (16)
nvoit que

La figure 7 qui donne l'allure de ladistribution de température à un in.
déterminé pour une valeur typique de nde l'ordre de 5 révèle l'existence d'
plateau où la température se trouve égalisée par conduction. C'est dans
couche relativement mince, en aval du front, que se produit la chute
température. La courant de chaleur qui est proportionnel à - T" aTil
c'est-à-dire à x T, varie donc presque linéairement sauf dans la cou '
adjacente au front où il tend très rapidement vers zéro (Figure 8).

t(x, r) = 1 2)lp 1 ( 17)

Le gaz atteint par la quasi-onde est fortement chauffé dans cette coue
puis refroidi presqu'uniformément après le passage de cette quasi-onde, (19)L(f) = p(f,,!')' + if' +p - 2f = 0,

n

at f À 11/• (p - 2 , ) 1aï = -j(aM)(P 'YP -n- fW +UW pl'

t· at _ 1 À III' À f"!"ax - (aÀI) (P-2Yp (aÀI) , (1/p) ,

et par suite on obtient aisément l'équation vérifiée par f(t):

xt = (a.M) Il, (18)

Tene est la forme obtenue pour les solutions homogènes de (3).
Pour que (17) soit effectivement une solution de (3),f,(t) doit vérifier une

équation différentiene que l'on peut former par simple substitution (nous
x 'écrirons plus l'indice p pour simplifier l'écriture). il vient:
X;

,

Figure 8 Flux de chaleur dans la q
onde thermique (source d'encrgie
centrée et instantanée)

11
Figure 7 Temperature dans la quasi-onde
thermique (source d'energie concentrée et
instantanée)

(20)

n voit que le changement de s en s + so, si on prend k = Log so, laisse in-
ariante l'équation différentiene vérifiée pary(s). Par suite s = Log t comme
onction de y satisfait à une équation différentielle du second ordre où ne
gure pas explicitement la fonction inconnue. On peut donc réduire cette
quation à une équation du premier ordre en prenant le couple de variables
et 1 dy/ds = tdy/d t, ou comme

t dy = + t l - 21'f',
dt n

1.3.3 Solurions homogines des problimes plans , 'qui est une équation différentiene du second ordre non linéaire.
Nous cherchons plus généralement maintenant toutes les solutions ho Les solution de cette équation sont-enes aussi globalement invariantes
gènes de l'équation non linéaire (3). Selon laméthode exposée plus hautn 'ar un groupe continu dépendant d'un paramètre. On peut le voir en ef-
cherchons d'abord le groupe de transformations de changements d'éch ectuent sur t(x, r)les transformations du sous-groupe b' = (a' k -')p,ouplus
laISsant globalement invariant l'ensemble des solutions. 'hoplement en remarquant, en vertu de la présence de la constante À arbi-
On érablir facilemenl que si a el b sonl deux conslantes (b > 0) el si traire, que sif(t) est une solution k -21'f(k t) est aussi solution.

1) esl une Solulion de (3), alors: Si donc on remplace le couple de variables t, fpar le couple (s, y) où

(ba -2) Il. T(ax, bl)

esl e""ore une solulion de (3).
On peut obtenir des sous-groupes à un paramètre en posant
b = ÀaP,

où À est une constante positive fixée introduite ici par pure convenance.
solutions homogènes sont celles qui sont invariantes pour toute transfo
tion d'un tel sous-groupe, c'est-à-dire les solutions tenes que

t(x, r) = (Àa p- 2) II. t(ax, aP..1.1), (1
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plus commodément encore, y et z si

z = 2y + t dy.
n dt

Nous poserons donc

f = t 2J"y, f' = t 2i"-'Z•
Une fois connue z(y) on calculera t par (21) ou
dt n dy
t nz - 2y'

etfpar

df z dt nz dy
-=--=--'--
f y t y(nz - 2y)

(21

(2

x
(a Tôt) lil'

Le mouvement du front d'onde est de la forme

XJ = to(aTôt) lil.

n trouvera, figure 9, l'allure de la répartition des températures.

T

(26)

Figure 9 Profils de temperature pour une temperature fixée a la paroi

Les relations (22) et (23) permettent de trouver immédiatement l'équati
vérifiée par z(y), à partir de (19):

p(nz - 2y) :y (y"z) + p(n + 2)y"z + (p - 2)y + nz = O. (2

Ainsi les solutions homogènes de notre problème s'obtiennent toutes
partir des solutions d'une équation différentielle du premier ordre.
Soulignons que le raisonnement fait ici est tout à fait général. On pe

en faisant appel aux propriétés d'invariance par le groupe des changeme
â échelles réduire rordre de réquation déterminant les solutions homogènes
problème.
Remarquons en passant que la forme de l'équation (25) suggère de

chercher une solution de la forme z = by 1-".
On vérifie alors aisément qu'il en est ainsi si, et seulement si, p = n +2

b = - I/p. Ainsi on obtient la solution particulière

z = __I_ yl _"
n + 2 '

-+__----l.__L---lL+x

L'énergie crôit comme
XI !oJ. Tdx = To(aTôt)lilJ. f(t)dt·

La fonctionf(t) vérifie les conditions aux limitesf(O) = l,

) Température imposée sur la frontière x = 0 : T = kt·
n vérifie que:

_ 2 , _ (k _.)"/(1+"')P _ ,.1\. - ct'
1 + qn

et on en déduira comme plus haut les conséquences.

f(oo) = O.

(27)

pour le cas où p = n + 2. L'intégration de (23) est alors classique (en pos 1.3.4 Intégrales liées aux lois de conservation
u = y") et on retrouve alors la solution explicite trouvée en 1.2.2. Mais no. L'équation (3), comme l'équation linéaire qu'elle généralise, admet deux loisindiquerons en 1.2.4 la véritable méthode pour trouver ce résultat. Nous,
ferons pas, faute de temps, l'étude de l'intégration qualitative de (25). N impies de conservation, (cf. 1.1.4).

On remarque en effet que (3) exprime bien évidement qu'il existe unenous contenterons de signaler quelques cas remarquables. fonction sio(x, t) dont la différentielle est

1) Température constante sur lafrontière x = 0: T = To.
D'après (17), p = 2, À = Tôet on peut écrire:

aTTdx + aT"-dt = d sio'ax (28)
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Le second membre de (34) est une exacte si et seulement si
19) est Pour que SIl, de t seulement il faut que

p = 2(n + 1)

__ ( na ) II, (.1) rI _ (.1)f<tl 2(n + 2) 1 t. (35)

11 est facile cette solution: elle correspond à un doublet
'lial pour lequel

(37)

(36)

(34)

(P) 11(",)T= - fWat

(P) 11(11+1) (X) 1/(11+1) ( (X) {'H 2YCJI+1)) Il.- A(n) - 1 - - ,
al XI, xI..

xT(x, t) dx = P
•

+ + pif"f' + -E-f"+') dt 1·n + 1 pt

f + \2f ;" l' =O.

posant 2f'" = on a aussi:

u' + u"("" (f) 11("" = 0
ar suite:

u = [n 2: 2[ ("'Y("') - Œ("'V('+"I]""V'

et que

<. p une constante.
Le front thermique a un mouvement par

XI = MaP"t)'n("'),

t la distribution de est:

De m!me:

dSIl, = A""{aAt) " -"""V'"j if(t) dt +

De m!me (3) exprime aussi qu'il existe sI,(x, t) telle que

(n + 2) f"f' + if = b = constante

SIl. = AII'(n 2 Logt +FW)'
F( t) une primitive de f( t).
n ne peut y avoir de solution pour laquelle si. est une fonction
seule que si, ct seulement si, b = O. Dans ce cos, on vérifie que la fo

f(t) est bien celle /Touvée en (6).

sont constantes. Nous avons fait usage dece résultat en 1. 1.4pour représen
le premier terme d'une solution par une "source". On peut montrer
l'essentiel de l'analyse faite plus haut demeure encorevalabledans le casn
linéaire en vertu de j'existence de ces deux lois de conservation.
Nous voulons plutOt insister sur le fait suivant: d toute loi de conservaI'

peul itre associle une solution Jwmogène, aun indice p convelUlblement
que l'on peul obtenir explicitement.
Nous allons cette proposition dans le cas actuel; mais la mani

dont nous allons montrera bien son caract!re tr!s
Si on exprime si. avec les variables t ct t on a, d'apr!s (28),
d SIl. = A""{aM)(' -,+,v'"lfW d + + p}"f') j.

On vlrifie que le secondmembre est une difJérentielle exacte comme il se
si, et seulement si, l'équation (19) est vérifiée.
De plus l'on peut
sip"n+2:

Tx dx + a(xpeT _ T'+') dt = d SIl,.
ex n + 1

La premi!re est liu à la conservation de la seco
à celle du moment de la distribution des Si si. ou si SIl,
par exemple pour x = + <Xl et x = - <Xl, alors

f T(x, t) dx = <fi. ou f +œ xT(x, t) dx = <fi,

n.,t1J1lsi. = (aAt)" -'+')1" (if+Pf'!,),
n+2-p

si p = n + 2:
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où A (n) est une fonction de n que l'on peut expliciter. L'allure des différe
profils de température est donnée par la figure 10. La constante t 0 nedé
que de n et s'obtient en vérifiant (36).

T

av av ap 1 (82V a2V)u-+v-+-=- -+-,ax ay ay IX .ax' ay' .
où!1J désigne le nombre de Reynolds

Il = V,L,
v

(2)

(5)

(4)

lim u(i, YÎ = V(i)
lim p(i, Yl = pei);

Ji = y&lI!2, li = v!?lII2,

en supposant que l'obstacle est une portion de l'axe des x.
En effectuant la substitution dans (1) et en ne retenant que les termes
ominant en !Ji - " on obtient les équations de la couche /imite

aii av _ 0ai + ay - ,
. aii _aii ap a'ii
uai + v ay + ai = a1"

ay ,

tCes notions seront prtciséc:s dans la deuxiêmc partie du cours.

U(x) et P(x) sont les valeurs supposées connues de la vitesse et de la pression
(sans dimension) en fluide parfait le long de l'obstacle. D'ailleurs le théorème

'est donc une fonction de i seulement. Les conditions aux limites sont les
suivantes:

adhérence le long de la plaque:

ii = v 0 pour y = o.
raccord ayec l'écoulement de fluide parfait:

(3)

U" L étant respectivement la vitesse caractéristique et la longueur choisie
ur former x, Y, u, v; la pression sans dimension p est rapportée à
Une couche limite apparalt le long d'un obstacle lorsque9f est très grand.

Plus précisément nous nous intéressons au premier termet du développe-
ent intérieur ou local. Les techniques de perturbations singulières ou
plus simplement l'expérience acquise en 1.1 nous conduisent à introduire
es variables intérieures suivantes: .

i = x Ü = u p = p,

1,4 Les Solutions HomogèDeS de la 'Théorie de la Couche Limite
Nous ne pouvons traiter des solutions homogènes liées à des phénomèn
dissipatifs sans mentionner l'une des classes les plus connues dans la littér
ture et qui a joué un rOle important dans l'histoire de la mécanique d
fluides: celle des solutions homogènes de la théorie de la couche limite d
écoulements stationnaires.

FiFe lO Profils de tcmperature pour le dipole

Ainsi nous avons trouvé explicitement une nouvelle solution homogè
liée à une loi de conservation.
Nous arreterons là J'étude de cette équation et des phénomènes physiq

qu'elle schématise. Elle nous a permis dans un cas non linéaire simple
mettre en évidence de nouvelles propriétés et de nouvelles techniq
d'étude des solutions homogènes.

1.4.1 Rappel des équations de la coucM /imite

Nous considérons un écoulement plan stationnaire de fluide incompressi
autour d'un obstacle.
Supposant avoir choisi des variables dépendantes et indépendantes s

dimension, les équations de Navier-Stokes s'écrivent avec des notatio
évidentes:

au + ay = 0
àx &y ,

u au + v au + ap = -.!- (a'u a'u)ax ay ax fJi ax' + ay' '
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2 * 3

= k'xl-'pIV,l, = k'xl-'pf'V,l, = k4xl-4PI"'W,

:; = /d-p(j{l - p) -p[,f'), :;!y = k'x-'P{j'(l - 2p) - pif"l.(l3)

pour satisfaire aux conditions (9) il faut prendre pourp et pour conditions
ux limites sur IW:
p = !,f(0) = 1'(0) = 0, 1'(00) = 1. (14)

L'équation (8) montre que IW est la solution de l'équation de Blasius

21'" +ff" = 0 (15),
ui vérifie les conditions (14). On peut démontrer l'existence et l'unicité
e cette solution. La variation de /'([,) qui donne celle de la vitesse ü est
année sur la Figure Il.

de Bernoulli permet de relier P(x) et U(x), et par suite (4) peut s'écrire:

Bü av _ 0
Bx + By - ,

(6
üBü + yBü _ OdO = B'ü.
Bx By dx ap

1.4.2 Couche limite de la plaque plane placée dans le lit d'un vent
Si on introduit la fonction de courant réduite y) par

la première équation (6) est automatiquement vérifiée et la seconde s'é .

_ OaO _ 0
ap ay axBy + Bx BP + ax - .

Dans le cas considéré ici 0 = l, et la solution de (8) doit vérifier po
tout x > 0

0) = (x, 0) = (x, 0) = 0,
x ay

n voit qu'elles peuvent s'écrire sous la forme

y) = /dI-plU,).

On a alors:

(12)

:; (x, 00) = 1.

On établit aisément les propriétés du groupe de changements d'échell
si y) est une solution de (8), alors

b --1/1(ax, by")a (l

f 'Cel

....---

o

est aussi solution de (8); (rallPelons que nous avons supposé 0 = 1).
Les solutions homogènes sont celles qui sont invariantes par toute tr

formation du sous-groupe

b = kaPo

Elles vérifient donc, quel que soit b, l'identité

y") = kaPy");

en faisant ai = 1 et en posant

3 = ky, -'x P

FIgure Il

Nous verrons dans la deuxième partie la signification de ce résultat. Les
conséquences principales qui en découlent sont dégagées dans le cours
de Moffatt.

1.4.3 Solutions homogènes
Le cas particulier permet de revenir sur le cas général de l'équation (8).
En effet une solution de la forme (12) est possible si O(x) est de la forme

(II Ù = ÀX 1-2p
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li peut être indiqué d'adopter des notations plus commodes pour l'in
prétation. Nous poserons l. = (et nous écrirons

(voir Figure 12).

si bien que

(j = -(2p _ 1) À'i'-".

La fonction/(t) doit alors vérifier les conditions aux limites

1(0) =/'(0) = 0, j'(oo) = X = Ak-'
et l'équation

f'" + (1 - p)fJ" + (2p - 1)(1" - X') = O.

éfini par le potentiel complexe

m + 1

l,· 1 t le long d'un angle d'ouverture 2œ avec =représente eCOli cmcn
(1 m--, (m >/0)
1+ m
Le problème défini par (20) et (21) est plus classiquement traité en posant:

(1
t = À!, IW = ;,fW, lÀ -, = 1 + m, f3 = 1 + m'

(24)

Revenant à la formula-

h,,,,,,

"ex = -f3.2

b) Ecoulement le long d'uneparoi d'arcconvergent

Notons que

a f3
n-a 2-f3

Fipre 12 eroulement autout d'un angle

Le cas particulier où m = 1, f3 = 1 correspond au cas d'une couche limite
au voisinage d'un point d'arrêt.

On écrit donc dans ces conditions:
(1

i _ (m + 1) .n kYi'm-''''. = (_2_) ,n /c.i,',m'"I(ü;,- 2 ' m+1

(1 d'! + Id'! + f3 (1 0;
( dl' dt' ,dt )

1(0) (0) 0, (00) = 1.

(21

(

(2

<= ±I, k > 0;(; = EPi"',

1(0) =1'(0) =0, 1'(00) = <.

ü = k'i'"j'W,

les formules précédentes prennent alors la forme:

t = kYi'm-I"', = /c.ill,m"'IW,
2/'" + (1 + m)fJ" + 2m(1 - l") 0,

et on a (13):

Les conditions aux limites s'écrivent dans le cas où la plaque est
obstacle baigné par le fluide

1(0) = c, j'CO) = 0, j'(oo) = E,

la vitesse à la paroi étant alors donnée par

ü=O v= _1 +mckX'm-'y', 2 '

On peut aussi traiter avec la même équation le cas où, le long de la plaqu
on aurait un soufflage ou une aspiration avec comme conditions aux IimitCl

c étant négatif pour un soufflage, positif pour une aspiration.
L'existence, l'unicité et la détermination numérique de la solution d

problème ainsi considéré, ont fait l'objet de travaux extrèmement appr"
fondis. Nous n'évoquerons ici rapidement que deux cas particulie
importants.

a) L'écoulement le long d'un angle L'écoulement de fluide parf;

1

1
1
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(25)

qui exprime que

;,; -'d- (aü --)d :;p = u y + ay - uv. UA

1.4.4 Solutions liées aux équations de conservation
nn'est pas sans intértt de reprendre ici les remarques faites en 1.3 sur les
solutions liées àdes équations de conservation.
Considérons par exemple la loi de conservation de la quantité de mouve-

"ment en projection sur l'axe des x dans le cas où la pression est constante.
On a donc:

aü' a (-- 0ai + 8y uv - ayJ = ,

- ...
1
1Y
1
1
1
1
1
1 --;:::-------------- _1IIIi

g" + 1 _ g' = 0

g(O) = 0, g(oo) = l.

tion (18)-{21), le cas où m = -l, • = -1, correspond à l'écoulement lelon dans le cas du divergent, on ne trouve pas d'écoulement limite. il ya làun
d'une paroi d'un convergent (figure) 3). L'équation (20) s'écrit, en posan intéressant d'instabilité que nous ne pouvons étudier ICI.
g = -J',

Fipre 13 Ecoulement dans un convergent (Les formules du texte sont relatives à li
couche limite le long de Ox.)

__)--uvay'

L'intégration ne fait aucune difficulté. On peut d'abord former une
intégrale multiplication par g'.

g" = tg' - 2g + ! = tCg - 1)' (g + 2)

et traiter le comme celui du mouvement d'un point matériel sow
l'action d'une force dépendant d'un potentiel. On peut aussi intégrer corn.

est une différentielle exacte. Utilisons les formules (13):

+ k'i'·"Cf' + (1 -p)ff]dx.

La fonction 9 ne dépend que de si, et seulement si,

2 ff
p = 3' f' + 3 = 0,

(26)

(27)

(29)

(28)

On remarquera que:

_ k'a' ds _ k' )M=f --=-3-Jo Ch's-9 a,
36 0

6

J(oo) = a.
La solution de (28) vérifiant ces conditions est

6t +l' - a' = O.
Nnus devons avoir, en effet, t( +00) =t( -00) = 0 puisque l'écoulement
extérieur est à pression constante. Donc:

c'est-à-<lire si
gW = 3th'(a + - 2.

où a est déterminé pour que g(O) = 0, soit

a = Log (V2 + yIJ).
On pourrait songer à traiter d'une analogue le cas de l'écoulement

le long d'une paroi plane d'un divergent, En fait on constate qu'il est
impossible de trouver une solution de l'équation différentielle satisfaisant
aux conditions aux limites. Effectivement si on étudie la solution de l'équa.
tion de Navier-Stokes correspondant à l'écoulement dans un convergent ou
dans un divergent, on trouve qu'il est possible de la former explicitement-
c'est d'ailleurs une solution lorsqu'on fait tendre la
viscosité vers zéro. onmet en évidence, dans le cas du convergent, l'existence
d'un écoulement limite de fluide parfait sauf dans les couches limites le long
des paroIs planes qui ont bien les propriétés trouvées plus haut, alors que,
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Conclusion

et, par suite: Nous aurons, de plus, l'occasion d'illustrer les méthodes et remarques
énérales présentées dans la section précédente et même de les compléter sur

ijJ = xIII (9M) III th (9M)lllL) points. Avec l'ensemble des résultats acquis dans ces deux sections,
2 6 2 Xlll . on dispose, pensons-nous, des connaissances de base pour étudier et

L'écoulement ainsi trouvé correspond au comportement d'un jet hi exploiter les solutions homogè.nes de la plupart des problèmes que l'on ren-
dimensionnel pour les grandes valeurs de l'abscisse. contre en phYSique mathématique.
La loi de la conservation de la masse conduit à une intégrale pour laquen Après paragraphe au:' généralités, nous envisagerons

ijJ n'est fonction que de on trouve évidemment, d'après (12), p _ l'applicatIOn des lOIS de conservatton clasSiques. PUIS au paragraphe 3 on
c'est-à-dire le cas de l'écoulement dans un convergent. -,1 dégagera quelques résultats remarquables sur l'intégration de l'équation

gouvernant les solutions homogènes. Dans le dernier paragraphe nous
signalerons quelques applications.

(5)/j = [(y + 1).]'1',

" = x + .,,(x, y) + . .. (2)

On sait que" vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre

(c' - m"xx - 2","d" + (c' - ,,;) "yj = 0,
où cest la célérité du son. Le théorème de Bernoulli montre que, au voisinage
de 0

c' = 1 - (y - 1) ."x ... (3)

et les termes dominants dans l'équation du potentiel des vitesses conduisent
à l'équation simplifiée.

_ (y + 1) .'"x"xx + <ll'"yy = O. (4)
Pour avoir une équation significative on pourra prendre:

Introduction

1) Le phénomène étudié est non seulement non linéaire, mais il est d
plus gouverné par une équation de type mixte. fi apparatt pour M = 1der
particularités assez originales qui rendent l'étude particulièrement int6
ressante.

Nous renvoyons aux nombreux ouvrages consacrés à l'étude de la coue ILl Généralités
limite pour un traitement plus approfondi de cette question. Nous n'avom
voulu ici que mentionner comment peuvent s'obtenir les solutions hom lU.] EqtJfltion réduite
gènes du système des équations de la couche limite. La discussion compl On se propose essentiellement d'étudier un écoulement irrotationnel et
de l'existence de ces solutions et leur interprétation constituent un der stationnaire au voisinage d'un point où la vitesse est sonique. Nous choisis-
chapitres les plus classiques et les plus instructifs de la mécanique der sons ce point pour origine, l'axe des x suivant la vitesse et désignons par
fluides visqueux. X, y les coordonnées (sans dimension) du plan, par ,,(x, y) potentiel des

vitesses. Pour mettre en évidence le comportement asymptottquede l'écou-
lement au voisinage de 0, on estconduit suivant laméthodeusuelle en théorie

II Ecoulements Transsoniques Homogènes des perturbations à introduire des variables réduites

x = x, y = 8Y (1)

et à chercher le développement asymptotique de " au voisinage de 0 sous
la forme (la vitesse du son en 0 est prise comme unité)

2) Les écoulements transsoniques comportent, en général, des ondes d
choc au sein de l'écoulement. On devra donc étudier des solutions homog
nes présentant des discontinuités.

3) Le rôle des solutions homogènes pour l'étude du comportemenl
asymptotique au voisinage de points singuliers remarquables a été parti·
culièrement bien étudié et s'est révélé fort utile dans l'étude de nombreUl
problèmes.

Dans cette seconde section, nous étudierons les solutions homogènes der
écoulements stationnaires transsoniques d'un fluide parfait. Pour simplifier
nous nous contenterons d'examiner le cas des écoulements plans. Le cho'
retenu repose sur les raisons suivantes:
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et on obtiendra ainsi l'équation à laquelle satisfait 'l':

-(>An + .p" = o.
Les sous-groupes sont définis par
a = kb" (9)

On notera la représentation des vitesses su voisinage de 0 qui déco
de (6)

où n est un exposant réel, k une constante fixe mais arbitraire. Les solutions
homogènes sont celles qui sont invariantes pour un tel sous-groupe.

(10)

(II)

(12)

kx
y"

j;(x, y) = k-'b'-'"j;(kxb", by)

quel que soit b. En faisant b = y-' on voit que:

;(x, y);" k-'y"'-rm,

s =

s<O vérifie une équation différentielle en telle que s(po est également
solution. Donc Log comme fonction de s vérifie une équation différentielle
du second ordre où ne figure pas explicitement la fonction inconnue et que,
par suite, on ramène à une équation du premier ordre en prenant comme

nouvelle variable ou encore

On sait que l'on pout ramener cette équation à une équation du premier
ordre du fait que (12) possède un propriété de groupe induit par le groupe
général de l'équation (6). Ceci est d'ailleurs mis en évidence sur les formules
(10), (11): sif(O est une solution de (12), r'J(pO est aussi une solution de
(12). Si donc on pose

Pour que (10) soit effectivement une solution. de (6), il faut et il suffit que
1<0 vérifie l'équation différentielle non linéaire,

- J')J" - n(5n - 1)f' + (3n - 2) (3n - 3)J = O.

(1

x'
t1'O:f = y2'

x'
'1'0 = 3y"

Le vecteur vitesse est constant sur tout rayon issu de l'origine. Elle cor
respond à l'onde simple centrée de Prandtl-Meyer (Fig. 1).

II. /.2 Groupe de l'équation réduite-Solutions homogènes
Le résultat suivant relatif aux changements d'échelle est immédiat:
Si cp(x, y) est une solution de (6), il en est de même de b'a-Jcp(ax, by),

que soient a et b.
Remarquons tout d'abord qu'il existe une solution et une seule invarian

par le groupe complet.

U = 1 + ,.px = 1 + ,u + ... ,
V = (JI + 1) 1/2 ,,/2 .p, + ... = (JI + 1) Il',3I'v + ....

Ces formules contiennent naturellement l'essentiel des résultats de
loi de similitude des écoulements transsoniques au voisinage d'un po.

SIsomque.
On peut développer une analyse analogue pour l'étude d'un écoulem

transsonique au voisinage de l'infini; les formules (6) et (1) restent valabl
Mais la différence suivante doit être notée: Pour qu'une solution de (6) n
présente un écoulement transsonique au voisinage de l'origine, il Jaut
.pX' .p" qui définissent la vitesse, soient finis dl'origine. Une solution de (6)·
peut, par contre, représenter un écoulement d l'infini que si ces dérivées rest
finies d l'infini.

(14)

(13)= J(O, =JXO.
ce qui conduit par substitution à l'équation fondamentale pour l'étude des
solutions homogènes

dt 2t' + (3n' - 5n)t - (3n - 2)(3n - 3)s
A: = ("2 _ ,)ft _ 'lC'\

Ids =.!..f' ('\ - 3s.
"

En conclusion, on ramène (12) à une équation du premier ordre en pren-
ant les variables s et t définies par

"\.
Fiwrt" 1 Onde simnle centrée

--+ .
--+ .
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étant déterminé le long d'une courbe intégrale par l'intégration de Sous cette dernière forme on vérifie aisément que, quel que soit n il existe
_ une solution homogène, appelée dans la suite intégrale <n, telle que:
- 1 - ' (15) 4t' = 9T' = 9[3n - 2) s - niJ'. (20)

etf<O par (13). L'écoulement correspondant est une onde simple non centrée car son
Si on désigne par u et y les dérivées de par rapport à x et à y, ilIlage s'effectue sur une courbe dans le plan de l'hodographe puisque,

une solution homogène d'après (18) et (20), on a 4u' = 9y'. n est facile d'achever l'intégration.
Remarquons que l'écoulement invariant par toute transformation deu = k-'yùo-'f'{'\ y = k-'y"-' [(3n - 2)f - nT"]. (161

y y groupe à 2 paramètres-{8)-a pour image dans le plan s, t un point unique
Ainsi, à un point du plan (s, 1) correspond une courbe = constante dana D:s = 1/3, 1 = 1.

le plan physique x, y. Le long de cette courbe u et y varient comme y'"
et y'"-'. Si n > l, la vitesse de perturbation-voir (7)-tend vers zérol 1/.1.3 Ondes de choc dans les écoulements transsoniques homogènes
l'origine. Si 0 < n < l, elle tend vers 0 à l'infini. Le preoùer cas correspond On sait que dans la partie supersonique d'un écoulement transsonique peu-
à d'un. écoulement au voisinage?e l'origine,le second au voisin3&! vent appara.ître des ondes de choc. Les vitesses (V, V) de part et d'autre du
de l'mfim, ceCI en vertu de la remarque faite en fin de II.1.1. La figure 2do choc-indice 1 pour l'alDont, indice 2 pour l'aval-doivent vérifier l'équa-
l'allure de ces courbes dans chacun de ces cas. tion de la polaire de choc

La seconde formule (16) suggère une variante consistant à remplacer le
plan (s, t) par le plan (T, 1) en posant

T = (3n - 2) s - nt. (1]

Les formules donnant u et y sont particulièrement simples

(21)

(23)

(22)[u]dx + [y]dy =O.
Quant à la condition (21), elle donne pour les termes dooùnants

[Y]' = [u]'ü.
Nous avons ici utilisé les notations classiques

Cf] =f, - 1., 1=! (1. + f,).
Nous allons chercher à quelles conditions deux écoulements homogè-

nes peuvent être séparés par un choc le long d'une courbe = constante.
Le long de cette courbe, d'après (11)

ydx - nxdy = 0
et donc, d'après (22), (16) et (13):

xdy

, U)' V,V,-I(V, - V,) = (U, - , ---2.--'-'--'----
--1VI + 1 - V,V,
p+

et, par ailleurs, la composante tangentielle de la vitesse doit être continue.
Ici, comme e est un paramètre petit, on peut supposer, nous le vérifierons
d'ailleurs plus loin, qu'en preoùère approximation l'écoulement est encore
irrotationnel derrière le choc. La continuité de la composante tangentielle
implique la continuité de d, le long du choc, soit:

(1

(181

x

Figure 2 Les lignes = constante

x2 Xl
U = 21. v = )T.

Y Y
et l'équation différentielle s'écrit:

dT 2(1 - n) t' + 31T - 3nT
dt = 21' - 2nl - 3 (n - I)T .
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Ainsi [sJ = O. De plus si maintenant on écrit (2J) on a ï = n'. Comme4 tend vers zéro on ait:
vitesse amont doit être supérieure à la vitesse aval, on obtient donc 1
conditions nécessaires et suffisantes tim K(l)9' = q;(x, y),

[ ]
_, [ ] . ,..0 1" 1s = 0, t = n, t < O.

['. • ch 1 1 tf he ;étant une fonction bien définie, dépendant elTectivement dexetdey,et
Dans un écoulement homogène. Image d un oc e ong une cour ! ' que les dérivées par rapport à x et à y de la fonction figurant au premier

s·eJ'.ffi)ectue dans le plan s, t en un couple de points vérifimtt (2( membre tendent également dans les mêmes conditions vers celles de
(vOIr gure . •,.

Par suite, A étant un nombre fixé:

1 2.

= = q;(x, y) =

=k(A)q;(x, y).

l(x+a)II".{11=- -- ,y a

Il.1.5 Solutions homogènes limites
Les remarques présentées dans cette section ont un caracrère général toutes
les fois que le système étudié est invariant par certaines translations. On
aurait pu les présenter déjà lors de l'étude faite en section I.

Figure 3 Image d'une onde de choc dans le plan s-l

Par suite, pour tout À fixé, le rapport K (lÀ)/K (1) tend vers une fonction
I(À) déterminée lorsque 1 tend vers zéro. Cette fonction k(A) vérifie

x l'identité fonctionnelle k(A) k(,,) = k(A,,):· c'est donc une fonction puis-
nce: k(A) = At. Ainsi la fonction q;(x, y) jouit de propriétés d'homo-
énéité. On vérifie alors aisément que q = J n - 2 puisque q;dépend elTective-
ment de x et de y. La propriété est donc démontrée.
On peut montrer que les termes suivants du développement asymptotique

. . d'une solution exacte au voisinage d'un point remarquable ou à l'infini jouis-
II.1.4 SolutIOns. homogènes et comportement asymptotique des sent eux aussi de propriétés d'homogénéité: ils sont de la forme yPf.(f). Mais,

transsoniques ,n général, ils ne sont pas solution de l'équation (6) mais d'une équation
Nous nous sommes proposés en II. 1.1 d'étudier le terme dominant d' linéaire de type mixte à coefficients variables.
écoulement transsonique en un point remarquable à distance finie, ou
l'infini, lorsque la vitesse était juste sonique. Nous avons ainsi été condu'
à former l'équation (6) vérifiée par 9' (x, y). Par ailleurs, nous avons mis
évidence une classe de solutions de cette équation, celle des solutions hom
gènes. Nous allons montrer maintenant que, moyennant certaines h
thèses assez générales, la partie dominante du développement asymptotiq
de l'écoulement perturbé est précisément une solution homogène. No a) Une translation parallèle à raxe des x laisse invariante l'équation (6).
considérons pour fixer les idées le cas où l'on cherche le comporteme Par suite:
à ['infini, le cas correspondant à un point à distance finie étant suscepti
d'une analyse analogue.
Nous supposons donc l'écoulement produit par des obstacles, ou pl

généralement des singularités de type varié mais toutes comprises dans
domaine à distance finie. Au lieu d'envisager un point x, y s'éloignant vérifie (12) est une solution de (6) quel que soit keta. Considérons le
l'infini, on peut maintenir ce point fixe et réduire de façon convenable cas où k = a- 1 et posons:
dimension de ce domaine de manière à le faire tendre vers l'origine. Si
représente une dimension de la largeur de l'obstacle, nous admettrons qu
existe un exposant n et un facteur d'amplification K(f) telle que lorsque
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on peut écrire la solution précédente sous la forme: IL2 Application des Lois de Conservation Oassiques

(28)

(27)

v - 1
P = 1 -. 'i'x - "('i'12)+ 2CP;) "',

PU= 1 _.,E...±l...2 ...2 'Px ,

1 ( 3 2)P = y- • 'i'x - • 2 - .3 ['i'13) - (p + 1) - ix J

v = '8V(I) + .28v(2) + .'8v(3) ....

On peut montrer que U(l), VIl) et U(2), V(2) dépendent de potentiels 'i'(I)(x, y) =
y), 'i'(2)(x, y) mais qu'il n'en n'est plus de même de U!3l, vol, la rotation à

l'ordre d'approximation retenue n'étant plus nulle à la traversée d'un choc,
mais variable, tout en gardant une valeur constante le long des lignes de
courant de l'écoulement non perturbé; on peut simplement introduire
,m(x, y) tel que

d'i'(3) = [U(3) - w(y) Jdx + vO)dy.

En substituant dans (27), puis dans l'équation de Bernoulli et en utilisant la
loi d'état, on obtient alors

c2 = 1 - L=...! [2 • 'i'x + .2(cp; + + 2 .3 ('i'x 'i'1') + + w+
2

p;I'I'i)+""

1/.2.1 Développement asymptotique des grandeurs physiques
Nous nous contenterons de donner les résultats essentiels sans expliciter
complètement les calculs. Partant des variables réduites déjà introduites

x = ci, Y = sy, 8 = [(p + 1). J"2,
noUS complétons les formules (7) en écrivant

U = 1 + .u(l) + "U(2) + .'u(') ...

Le but de ce paragraphe est de montrer, comme en 1.2.4, que la connaissance
d'une loi de conservation conduit à une intégrale explicite de l'équation (14)
et par suite à une solution remarquable de (12) pour une valeur déterminée
de l'indice n. Mais pour cela il faut d'abord découvrir comment se traduit
pour l'équation (6) la loi de conservation. On y parvient en poussant plus

(2 avant la formation du développement formel en • commencé en 11.1.1.

Figure S Courbes X = constante

x

Figure 4 Courbes TI = constante

= '7 = exp (x) .
y y

'i' = x'k(X)' X = x exp (-y).
On trouvera Figures 4 et 5 l'allure des courbes '7 = constante et X =

stante ainsi mises en évidence. Aucune application de ces solutions
d'intérêt ne semble avoir été donnée.

b) Une translation parallèle à l'axe des y conduit à des solutions de la fo
(si k = b")

(y + b)'"-2 fx (_b)"J = x' f!.- fY---±!!.-)"J' fx (_b)'
b'" f [ y + b (y + b)2 Lx \ b. f [ y + b

Si on pose b = n et si on fait tendre n vers l'infini, on prévoit, et on pc
vérifier, l'existence de solutions de la forme

On vérifie en effet qu'il en est bien ainsi sigvérifie une équation différen
elle facile à former. On peut également étudier les chocs apparaissant év
tuellement le long de lignes '7 = constante.

+ a)+' (X + a) -'f(X + a) = (x +
y2 ay" ay" y2

Posons a = lin et faisons tendre nvers zéro. L'inspection de cette demi
expression laisse prévoir des solutions de (6) de la forme
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(33)

x
A

5
1)

Figure 6

t

"j.,J>
1'"

__ 1..:: _
: ..... t=r\2
1."
S

.....
......

f3X' = (y + l)hJi',

.2.3 Conservation de la quantité de mouvement longitudinale
conservation de la quantité de mouvement en projection sur l'axe des x

onduit à l'existence d'une fonction !'» (x, Ji) dont la différentielle est donnée

Figure 7 Ëcoulement à l'infini produit par une dénivellation

x----------r- ..
!A.

ù pest un nombre pur ayant une valeur déterminée et qui a été calculée
xactement.

oulement uniforme et sonique-par exemple dans le demi plan x <a-fait
'te une onde simple centrée dont l'image dans le plan (s, t) est le pointD;
elle onde simple est limitée par un choc le long d'une ligne = constante;
image de l'écoulement aval du choc est le point S et l'écoulement après le
hoc apour image l'arc SA de la parabole intégrale trouvée plus haut.
On peut alors vérifier que cette solution représente le comportement
.ymptotique à l'infini de l'écoulement d'un fluide le long d'une paroi pré-
ntant une certaine dénivellation h. La donnée de hdétermine parfaitement
ecomportement asymptotique. Par exemple le choc se comporte comme la
ourbe

(321

= (3n - 2)/ - nif'
.. [(3n - 2)/ - nif'] + if".

L'équation (12) peut donc s'écrire '" (4n - 3)A,. Si 4n - 3 # a 00
(à une constante additive près):

y ..... -3
k'i/J = 4n _ 3

di/J = + Ç>ydx.

En écrivant que le second membre de (30) est une différentielle exacte
obtient l'équation (6). Exprimé avec les variables et y, étant donné
(11), on obtient:

k'di/J = A, + B,

1I.2.2 Conservation de la masse
L'équation de continuité implique l'existence d'une fonction de cour

Ji) telle que
= pUdy - pVdi.

La substitution des développements précédents conduit à poser

= Ji - (y + 1)l1l.31l1/J(x, y),

avec

avec

(31
ce qui permet d'étudier le comportement de la fonction q.le long d'une ligo'
=. constante. D'après (29), (y + I)'".v, I/J définit le déplacement subitp

la lIgne de courant Ji = constante en raison de la perturbation. On
obtenir pour n = i une fonction de I/J ne dépendant que c'est le cas
B,W = 0, c'est-à-dire

2n [(3n - 2)s - nt] + t' = O.

, La courbe intégrale dans le plan s, t est une parabole. On achève aisémeDi
l'intégration, en posant t = il vient par example

= -,u( _ 71",

et on obtient également des expressions explicites pour u et v
u = _
v = _

Une interprétation intéressante est représentée sur les figures 6 et 7. A un
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par

d §i = {p + pU')dy - pUYd-i.

En utilisant les dtveloppements (28) et l'tquation de continuitt, on en dtd
l'existence d'une fonction!* (x, y) telle que

(3

t \\ 3 4

JJ
A--,-

___ - ' - id)/,";S)---

(38)

"

Figure 9

3
{

2

A

e 8 Écoulement à l'infini produit par
obstacle et son sillage d'Helmoltz(Fig. 9)
IOn image dans Je plan (s. t) (Fig. 8)

J. 1 Isoclines remarquables. Points singuliers
us travaillons dans le plan (s, 1).
Le lieu des points en lesquels les courbes intégrales présentent une tan-
le parallèle à l'axe des 1 est constitué des deux droites

LI, : t - 3s = 0, LI, : 1 - n' = O.

Le lieu des points en lesquels la tangente est parallèle à l'axe des s est en
éral une parabole

P: 21' + (3n ' - Sn)t - (3n - 2)(3n - 3)s = O.

Remarques sur l'Intégration Qualitative de l'Equation (14)

écoulements homogènes sont donc définis par l'intégration du système
l, (14) que nous écrivons à nouveau:

ds (n' - 1) dl
T 1 - 3s = 21' + (3n' - Sn)1 - (3n - 2)(3n - 3)5

qu'il s'agit d'intégrer. En fait quand nous chercherons une solution cor-
ondant à un problème particulier donné, il faudra au préalable déter-
. er la valeur du paramètren qui convient. En géntral, il s'agira en quelque
rte de résoudre un problème de valeurs propres d'une nature assez parti-
"ère. Pour y parvenir, il est intéressant d'avoir une première idée sur les
riétés qualitatives des intégrales. Par souci de concision, nous n'envisa-
ons ci-dessous que le cas où n est inférieur à 1; les solutions correspon-
tes comme nous l'avons vu décrivent le comportement à J'infini des
.ulements soniques. Bien sûr, le cas où n est supérieur à 1 se traite de
ière analogue.

Il existe un écoulement homogène pour lequel gj n'est fonction que de
li correspond à la valeur n = 5/6 de l'exposant et il est dtfini par la co
inttgrale

(3n - 2)' s' = n'l' - JI) (n il.
li est aist de parametrer cette cubique et d'obtenir en fonction de cep
mètre au moyen de fonctions c!lémentaires.
La solution obtenue-figures 8 et 9--&'interprète comme l'tcoulem

asymptotique autour d'un obstacle placé dans un tcoulement à nombre.
Mach unité lorsqu'on suppose que se dtveloppe en aval un sillage du tj
d'Helmholtz. La constanle d'inttgration qui apparait comme fact
d'échelle dans est directement lite à la trainte.
Ainsi la ligne de jel a un comportement asymplolique de la Jorme
y = Cxu,

et la constante C est la méme pour deux obstacles ayant même trainée.

= 2J'[(3n - 2)J - nif']
(3n - 2)'J' + JI" - n'

L'équation vérifiée par JW ne fait que traduire le fait que (37) est
différentielle exacte. Si 6n - S "0

y"-'
k6!* = 6n _ S

Remarque Un traitement analytique du même genre peut être appliquél
conservation de la quantité de mouvement transversale (en projection
l'axe des y). Mais aucune interprttation physique intéressante de c
solution exacte n'a été trouvée jusqu'ici.

de façon prtcise

=y + -e "'(p + 1),n§J(x,y) + e"'(p + l)-·nQ(y)

Q(y) ttant une primitive de w(y). Dans le cas d'un tcoulement homogù
(35) s'tcrit

k'd !* = +
avec
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t

Fipre Il Le noeud A

l'on a alors

s = a,t' + a,t' +

1 a, (3 -nt' + a, (3 t' + a, (3 t' ....

tangente ordinaire du noeud est la droite (3n - 2)s - nt = 0 (ao '" 0); la
gente exceptionnelle est la droite 3(n - l)s - ni O(ao = 0, al'" 0). S,

dx = ndy = v'ï dy ou dx' = udy',
X y Y
me le montre (18). Mais = en général pas une caractéristique.
ur qu'elle le soit il faut de plus que

4u' 4r' l,
9v' 9T'
t-à-<!ire que, précisément, le point de LI, considéré soit le point C.

il Résulrats relalifs aux points singuliers
us rappelons que nous nous limitons au cas où n < 1et nous nous intéres-
plus spécialement au cas où 213 < n < 1.

. A (s 0, 1 = O)(figure Il) .,'
t facile de vérifier que le point A est un noeud régulier, c est-à-d,re que,
t exceptionnel, s et 1 peuvent être représentés par des foncuons holo-
whes d'une même variable uniformisante t; ici on prendra par exemple

1 ds
--;;1 - 3s

S T

A 0 0 0

C ln' n' jn'
3(3n - 2)

D 1 -1

Figure 10 (213 < n < 1). Isoclines (pentes nulle et infinie). ---: inttgraJe (1) formule

Sur la figure 10 sont tracées les deux isoclines remarquables; on a dep
indiqué le signe de la pente des courbes intégrales dans les diverses régio
ainsi délimitées. Notons qu'aucune singularitén'apparait dans l'écoulem
au voisinage d'une courbe =constante dont l'image est un pain
Ll i d'ordonnée ri (si l, *n'); en effet lorsque 1 varie de façon monoton
traversant la valeur l" garde bien une valeur finie-varie égalem
de façon monotone en traversant la valeur Aucune difficulté n'app
également à la traversée de l'isocline P. Mais il n'en n'est pas dem-
à la traversée de LI, en un point distinct de C. En effet, -, change de si
et comme reste borné, la fonction passe par un minimum ou un m
mum relatif. La ligne constante = correspondante est une ligne/i .
de l'éc/Julement le long de laquelle l'écoulement "rebrousserait" sur
autre feuillet; une telle solution est donc physiquement inacceptable. Un
de courbe intégral physiquement acceptable ne peut traverser contint1m
la droite 1=n' qu'au point singulier C.
On notera que pour 1 = n',le coefficient def" dans (12) est nul. En cha

Les points communs à ces deux lieux sont les points singuliers (à distan ces points la ligne = est tangente à une direction caractéristique
finie) de l'équation (14). Ce sont
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Figure 13 Allure des courbes intégrales

Figure 12 Comportement à l'infini

\

t:8 ...............
t

(I) ................
...._._----.. '.

point correspondant est encore un col). En fait ce cas ne peut se présenter
car on voit alors que l'axe des y serait une ligne limite.

'0.3 Allure du réseau des courbes intégra/es
Compte tenu des résultats indiqués, on se rend compte que l'allure générale
des courbes intégrales pour une valeur de n comprise entre 2/3 et 1est celle
donnée par la figure 13. Mais cette connaissance qualitative risque d'être
souvent insuffisante pur résoudre un problème donné. Une des difficultés

3(n - 1)(311 - 2) 3n - 2
m, = n(n + 1) ,m, = 2n

-dans le cas général, les intégrales se comportent comme

s = K (E 1)"', f = ±I

on dit que de tels arcs sont des arcs Bo.
-plus particulièrement, on peut avoir
a) une branche pour laquelle s = 1

on dit qu'un tel arc est un arc BI (le point correspondant est un col)
b) une branche B,telle que

2(3n - 2)(3n - 3)s = t'

Poilll D (s = 1/3,1 = 1)
C'est un noeud mais qui n'est pas régulier (à la différence de A). nn'y ad
que deux intégrales régulières. L'une d'entre elles est précisément l'inté
(1) déjà mentionnée.

Comportement à l'infini L'étude du comportement à l'infini des cour
intégrales est un peu plus délicate. On notera qu'un tel point correspond
lignes = 0, c'est-à-dire aux demi-droites portées par l'axe des y. Les r
tats sont les suivants (figure 12)

Point C (1 = n', T = ,n')
Le point C lorsque 0 < n < l, (n '" 2/3), est un col, les tangents des de
courbes intégrales passant par C ont pour pentes

Nous avons déjà trouvé l'une de ces intégrales, l'intégrale (1) qui est tang
à la droite de. pente m, en C. On peut de plus montrer que le long de l'
intégral tangent en C à la droite de pente m" varie de façon monotone
gardant une valeur finie. La courbe = correspondant au point C,
nous l'avons vu, est une caractéristique. est en général une frontière r,
sonique de l'écoulement.

a, = 0, 0 0 '" 0, tous les a, d'indice impair sont nuls: le prolongement au
du noeud se fait par rebroussement; nous distinguerons l'arc (do), et l'
(.'io), ayant ces propriétés, selon que 1 est négatif (écoulement subsoniq
ou positif(écoulement supersonique). L'arc tangent àla direction excepti
nelle (00 = 0, a, '" 0) sera noté ,vi,. Dans le plan physique, le pointA co
pond aux lignes particulières infini, qui sont les demi-droites portées
l'axe des x. Ces demi-droites ne sont pas en général des lignes singuli
pour l'écoulement. C'est pourquoi A est un noeud régulier.
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Figure 14 Evolution de l'intégrale (.rJ)s pour n decroissant de l à 2/3

c

ans cette application, on sait que J'image dans Je plan de J'écoulement
voisinage du demi-axe des x négatifs est l'arc de courbe (do),. fi suffit
udier le demi plan y > O. Donc il faut, pour obtenir l'image de l'écoule-
nt, envisager une réflexinn de cet arc à l'infini (x =0) et vérifier que l'arc
échi aboutit en définitive en A (y = 0, x > 0).
Sur la figure 14 on a tracél'alluredecellecourbeinlégralepour2l3 <n < 1.
quelques commentaires justifiant ce tracé.

.0 est facile de vérifier que dans le cas limite n = l, la courbe (siol,est
plementla droite s = t-autrement dit c'est un arc B, à "infini,la réfle-

'on en BI ramène sur cette droite. La solution correspond à un cas banal
s intérêt.
.Pour n inférieur à 1mais voisin de l, l'arc (do),subit à l'infini une réflexion
gulière de type Boet revient en A selon une courbe distincte de (do),mais
ituée dans le demi-plan t > O. L'écoulement est entièrement subsonique.
tte disposition change lorsque le retour en A après la réflexion Bo
effectue suivant l'arc exceptionnel.#,. Or, nous avons trouvé plus haut
e cette circonstance se produisait pour n = 5/6.
. Si nous continuons à faire décroitre n, nous obtenons encore un retour en
, mais l'écoulement a une partie supersonique. Cette disposition reste
able jusqu'à ce que n prenne la valeur remarquable n, pour laquelle,
rès la réflexion Bo, la courbe va passer par le point singulier C. On peut
ontrer que n, = 4/5.
Si on faît décroître encore n, on obtient une solution sans signification
hysique car l'écoulement correspondant aurait une ligne limite.
En conclusion, les seuls cas intéressants àretenir sont ceux correspondant

àl'intervalle 4/5 < n < 1. Reste à interpréter ces écoulements. A cet effet il
t utile de déterminer pour ces écoulements les fonction "'et ç» ainsi que

en effet consiste à savoir commet s'effectue la réflexion d'une cour
tégrale en A (si l'écoulement étudié comprend une demi-droite portée<'
Ox), comment s'cffectuc "la réflexion à l'infini" (si l'écoulement
comprend une demi-droite portée par Oy). Une étude plus précise
donc d'étre
En fait, dans le cas des écoulements plans, seuls considérés ici, il

pOSSIble de procéder à une intégration analytique de l'équation grâce
méthode de l'hodpgraphe. Si on effectue sur l'équation (6) une iransfo
tlOn de Legendre faISant correspondre à l''(x, y) la fonction X(u, v) par
formules

x=UX+I)'-9'

x = X..., Y = Xr

on voit que X(u, v) est solution de l'équation de Tricomi

<.
Aux solutions homogènes de l'équation (6) correspondent des soluti .
homogènes de l'équation (40) et réciproquement. Les solutions homog
de (39) sont de la forme

4u'i = v'gb), = 9v"

et n'est fonction que de puisque = 4t'/9T'. Or, si on prend la
formation de Legendre de (10 on a:

i = Ux + 1» = if =
où est une fonction de qui s'explicite complètement à l'aide deJet
J'. On notera que l'exposant p correspond à l'exposant n défini par

p=3n-2
3n-3' 3p-3'

Le fait important est que est une soJution de réquation hypergéométri
de Gauss, et par conséquent une fonction facile à étudier. Les formules (3

alors immédiatement J'écoulement correspondant dans le p
phYSIque. Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de cette question qui
de nature particulière.

U,4 Applications: Etude aux Grandes Distances de l'Ecoulement
Symétrique Autour d'un Obstacle Borné ou Seml....fini

Nous nous concentrerons dans ce paragraphe sur l'étude de l'écoulement
j'infini autour d'un obstacle ayant un .axe de symétrie et placé symétriqu
ment dans l'écoulement.

1
!

1,

1
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ais il existe une position du choc-et une seule-pour laquelle
image de l'écoulement en aval du choc est précisément l'arc (.,j,)•. Tel est
particulier l'écoulement asymptotique que l'on obtient pourdes obstades
c dimensions finies, (figure 15).

et ?j introduites plus haut. On trouve d'abord que .p,le long du demi-
des x positifs est proportionnel à x m avec m = (4n _ 3)/n . .

on notera que n = l m = 1

Ainsi ces écoulements sont ceux quiseproduisent autourd'obstacles sem;in
qui aux grandes distances on un comportement asymptotique de la fo

Ji = (4

où m est compris entre 1/4 et 1. On voit qu'un tel écoulement est continu
l'infini. Si des cMes se produisent ils sont tous compris dans un domaine horn

-Si 2/5 < m < 1 l"écoulement n'est jamais supersonique d l'infini;
-Si 1/4 < m < 2/5 l'écoulement est supersonique au voisinagede l'obst

à l'infini et la ligne sonique se comporte comme

- C-. 3x= y n=---• 4 -m'

Nous espérons avoir évoqué, à l'occasion des quelques exemples rapidement
'envisagés, les méthodes d'études des solutions homogènes des problèmes de
'Physique mathématique et leurs principales applications.

:.,flgw-e 15 Comportement t l'infini de autour d'un profil. fi ::: 4/5. m _ t/4

On ne saurait trop insister sur le fait suivant: tous ces écoulements (cor-
'respondants. à n = 4/5) sont identiques jusqu'à transsonique qui
est la courbe! = {" = constante dont l'image est en C-<>n l'appelle aussi
parfois "caractéristique /imite". L'existence de cette frontière transsonique
est l'une des principales propriétés d'un écoulement transsonique. Sa signi-
fication physique est claire: une perturbation infinitésimale produite en
amont affecte tout le domaine subsonique; une telle perturbation produite
·b aval n'affecte pas l'écoulement subsonique amont.
, Soulignons en terminant que la détermination de ce nombre n, revient,
tomme nous l'avons déjà dit, à résoudre un problème de valeurs propres.
'Dans le cas présent la valeur trouvée n, 4/5 peut s'obtenir en s'appuyant
'ur la représentation analytique de la solution à l'aide des solutions homo-
ènes de l'équation de Tricomi évoquée à la fin de II.3.3. Dse trouve même
'u'il est possible de donner une représentation analytique simple de ceUe
. [ution en faisant appel uniquement à des fonctions algébriques.
n n'est pas possible d'envisager ici d'autres applications des solutions

. omogènes étudiées dans ce chapitre.

-Si on écrit (43) sous la forme, L étant une longueur,

on vérifie que le coefficient de pression est de la forme

(y + I)U3 Cp = a(m) 1:5.) 2(.-1Vl
\L

-Si 2/5 < m < l, la trainée du demi obstacle est infinie. Elle e.t finit
114 < m < 2/5

Le cas limite où n = n, = 4/5 requiert une attention spéciale. Nous a
vu que avait pour image un arc passant par le col C et se p-
longeant JUsqu aD. Or, le pomt D, pour des raisons physiques, ne peut"
aUemt et, par ailleurs, nous souhaitons aboutir au point A afin de cou .

leplan physique tout le demiplan Ji = O. L'écoulement comprend
neceSSQlremenl une onde de cJwc.
. Ce choc, qui permet de "sauter" à travers la droite t = n2, peut avoir
Image amont placée arbitrairement entte Cet D. L'arc intégral issu
l'image aval passeta finalement par A.
En général cet arc sera distinct de (.>1',). et par suite l'écoulement co

pond à un obstacle semi-infini de forme (asymptotique)
y = CX I/ 4,
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Remarques Complémentaires pour la Première Partie

ny a beaucoup d'ouvrages consacrés à l'analyse dimensionnelle. Citons par
exemple ceux de Bfldgrnan (1931), Palacios (1962), Pankhurst (1964), Saint.
GuIlhem (1%2) etc. Mais la plupart d'entre eux n'aborde guère la question
des solutIOns Le livre de Sedov (1969) par contre leur
réserve une large place et a contribué largement à la prise de conscience de
l'importance du sujet el de son général. En réalité, rares sonllcs
ouvrages de mécanique des fluides--pour ne parler que de ni
figurent pas des solutions homogènes. nne peut être question ici de tenter
de faIre un lOventalre de tous les exemples intéressants que l'on trouve dani
bttérature. nn'en reste pas moins qu'il y apeu demonographies OUmellll

d arucles de synthèse consacrés à l'étude générale de ce lype de solutions.1J
faut citer la récente contribution de BarenbIatt et Zel'dovich (1972)
qUI peut etre lue avec grand profit, surtout si on a déjà une certaine cannai;.
sance de quelques exemples dans telle ou telle discipline.
nnous a paru intéressant de préconiser l'introduction de ces solutionsà

partIr du groupe de transformations d'échelles quilaisseinvarianll'ensembl.

Rappelons que ce des solutions invariantes par un sousgroupc es solutions et des sous·groupes qui laissent invariante une solution. Le rdle
groupe des transformauons d'échelles qui laisse invariant l'ensemble d eS groupes en mécanique des fluides a été dégagé par plusieurs auteurs.
solutIOns. Leur étude est facilitée d'une part en raison de la diminution "tons à titre d'exemple Birkhoff (1950) et plus récemment Ovsyannikov
nomb;e de variables indépendantes-dans les exemples traités leur déte 1962). Mais dans le cas présent il n'est pas nécessaire de connaitre la théorie
nunatlon résultait de l'intégration d'une équation différentielle du secoa es groupes continus pour pouvoir comprendre l'usage qui en est fait, étant
ordre:-et d'autre part de la possibilité ultérieure de réduire J'ordre de cet onné leur tout à fait élémentaire.
équatlOn-dans les exemples traités, on pouvait ramener l'étude à un Les sections I.l et I.2 sonttout Hait élémentaires et ne font que reprendre
équaUon du prenuer ordre. es questions classiques traitées dans la quasi totalité des cours de
Dans rensemble des solutions il faut distinguerspécialeme écanique des fluides. La section 1.3 s'appuie sur le chapitre X du second

celles qUI sont attachées à une loi de conservation. Leur détermination ",Iume de Zel'dovich et Raizer (1965) auquel le lecteur qui voudrait appro-
simplifiée et peut meme souvent etre effectuée explicitement. Elles 0 ndir les conditions dans lesquelles on peut employer cemodèlede transfert

auSSI souvent une interprétation physique intéressante. Dans les autres c . ermique radiatif en physique et les conséquences des résultats obtenus
la de la. solution homogène intéressante pour un OUITa utilement se reporter. L'équation traitée se rencontre égalementdans
donné peut s avérer déhcate; dans les cas les plusdifficiles, on auraàrésoud de filtration traitépar Barenblatt (1964). Uneétudeplusélaborée
un de déterminatio.n de valeur propre (et de solution propre), d u transfert radiatif mettant en oeuvre une perturbation de la
un sens quelque peu généralIsé. . tolution donnée.en 1.3.2 a été présentée par Traugott (1970).
Ce qui fait l'intérêt majeur des solutions homogènes, c'est que, de façon' La section lA ne peut que donner un. premier aperçu sur les. solutions

assez générale, les termes dominants du développement asymptotique d'un. de la théorie de la couche hllllte. La est repme dans le
S,olutlon au vOlSlOage d'un point remarquable ou au voisinage do du Professeur Moffatt. On trouvera dans la contflbutlOn de Jones et
IlOfiOl sont des solutIOns Elles apparaissent donc commedéter. Watson, au chapitre V du livre édité par Rosenhead (1%3), une étude plus
mlO;'ntdes comp?rtements asymptotiques locaux. poussée de ces solutions qui ont joué un rôle considérable et des références
L objet de la su.te de ce cours sera consacrée, par opposition, à la recher. nombreuses aux travaux qui leur ont été consacrés. . ..

che de comportements asymptotiques globaux des écoulements. Le section II reprend l'exposé de base de l'auteur (1964), maIS en se hmI-
tant ici pour simplifier au cas des écoulements plans. On adû, faute de temps,
limiter l'exposé des applications et renoncer à évoquer la question intéres-
sante des lois de conservations particulières associées à chaque solution
homogène. L'introduction des solutions en transsonique est due
à Guderley (1957). On trouvera dans le livre de mécanique des fluides de
Landau et Lifsehitz, l'étude plus précise de l'écoulement asymptotique
autour du profil au nombre de mach M 1. Signalons encore pour le lecteur
intéressé les travaux d'Euvrard et de ses collaborateurs qui ont déterminé
les approximations d'ordre supérieur et utilisé les résultats asymptotiques
.pour calculer par une méthode numérique originale l'ecoulement complet
autour d'un profil symétrique donné à M = 1.
n aurait fallu évoquer bien d'autres questions et tout spécialement le

chapitre important des écoulements unidimensionnels (rectilignes,
cylindriques ou sphériques) d'un fluide parfait compressible. Le livre de
Sedov et le livre de Zel'dovich et Raizer contiennent des développements

complets sur cette classe de solutions aux applications variées. On
pourra consulter sur ce sujet les récents travaux de Oppenhelm et de ses
collaborateurs (1972).
Nous mentionnerons encore le rapprochement fait par Barenblatt et

Zel'dovich (1972) entre les solutions et les ondes stationnaires.
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Une solution de la forme

si on pose

EUXIEME PARTIE Méthodes de Perturbations
Singulières

Introduction

= qt + g(x - vt);

9 = t = x = Log!, g(z) =[(e'),
s'écrit

s la première partie de ce cours, nous avons étudié le comportement
ymptotique local des solutions de problèmes de mécanique des fluides en
ageant l'importance à cet égard des solutions homogènes qui, tout en

ent particuLeslier si q 0, la fonction", a la forme d'une onde stationnaired tituant certaines solutions exactes de problèmes particuliers, fournis-
VI esse v. propriétés asym t t' d .P 0 lqUes es sOlulIons homogènes sint de façon plus générale la partie dominante, au voisinage de certains
quell::s nous avons insisté, et les problèmes de valeurs propres ints ou à l'infini, des solutions générales.1 dans la détermination d'une solution homo:ène répon 'Nous voulons aborder maintenant l'étudeasymptotiqueglobale des écoule-

. ,es con ItlOns données sont donc en quelque sorte analo ues a ents. Celle-ci s'impose en raison des difficultés très grandes que l'on ren-
Pdropnédtes et aux problèmes de même nature quel'on rencontre da:'l'étu ntre dans l'étude générale des solutions exactes du système régissant le
es on es statJOnnaires.S· mportement de nombreux écoulements. On est donc conduit,lorsque cela

enlin une ingénieuse généralisation due à Cumberbatch 'avère possible, à tirer parti du fait qu'un paramètre du problème, soit c,
. Y(1%6) condUisant à des solutions nouvelles pour les écoulements n • > 0), reste petit, pour rechercher, au lieu de la solution exacte, les pre-

.statlOnnaIres en dynamique des gaz, dépendant de deux variables d'espace.. 'ers termes (parfois le premier seulement)d'un développementasymptoti-
, ue selon une suite d'échelles asymptotiques Ôo (c) décroissantes-jlar
exemple dans le cas le plus simple CO où n est un entier positif n = l, 2, . , ..
La structure du système à étudier laisse prévoir très souvent la méthode
d'itération "naJVe" qui semble la plus naturelle, Mais dans de très nombreux

., cas,le développement asymptotique ainsi obtenu ne constitue pas une appro-
.Iimation uniformément valable dans le domaine qui nous intéresse, ou bien
il n'est valable que dans des intervalles trop restreints des coordonnées
d'espace et de temps pour être vraiment porteur de résultats ayant un intérêt
indiscutable. On a pris l'habitude de dire quand il en est ainsi qu'on a affaire
i un problème de perturbations singuMres, le problème correspondant à une
valeur petite mais finie de c étant considéré comme une perturbation du
problème plus simple--,jit nOlt.perturbé--correspondant à • = 0 et pour
lequel on suppose connue la solution.
La suite de ce cours se propose de dégager quelques méthodes d'étude de

telles perturbations singulières. Pour être mathématiquement rigoureuse,
une telle étude doit conduire à la formation oun développement asymptotique
en c , dont on démontre effectivement qu'il constitue le développement asymp·
totique uniformément valable de la solution cherchée. De telles preuves
dl!6nitives onl effectivement été obtenues dans un certain nombre de cas;
elles sollicitent "habileté et J'imagination des mathématiciens qui ont encore
dans ce domaine un large champ de recherches importantes à mener à bien.
Néanmoins, nous n'évoquerons pas ces travaux dans ce qui suit.
Par contre, nous traiterons des cohérentes à utiliser pour former

ces développements asymptotiques de solutions, sans connaître ces solu·

65
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(4)

(3)

(2)

h - cos 1 d'h, + h, = hô = cos' r, h,(O) = h;(O) = 0;
o - 1 dt2

d'Y + Y _ <Y' = 0; 1 = 0, Y = A, Y = O.
dl'
mouvement est périodique comme le montre l'équation donnant son
age dans le plan des phases (Y, Y)

2(Y' + Y') -, Y' = A'(2 - ,A').
Un développement "naïf" de la solution cherchée s'obtiendrait en

t:
Y(l, <l = ho(t) + ,h,(l) + ,'h,(l) + ....

La substitution dans (2) montre immédiatement que:

a est un paramètre petit si la force de rappel est
linéaire A l'amplitude de l'osclllauon. On posera • = a A ,mw -: k,

. A Y, t •= wi. pour obtenir une équation équivalente sans dImensIOn
c les conditions initiales appropriées (Y = dY/dl):

tions, sans même souvent avoir la garantie mathématique de Jeur existence
de leur unicité. Quelques raisonnables que puissent paraltre les résul
obtenus, ils ne seront donc jamais, au cours d'une telle étude, établis av
une totale certitude. Mais néanmoins les exigences de cohérence posées
surtout l'expérience acquise dans de multiples exemples fournissent u
garantie pratique et quasi certaine de la validité des ces résultats. Les I1l
thodes de perturbations singulières constituent donc des outils de choix po
aborder des problèmes dontla complexité rend l'étude mathématique, sin
impossible dans l'état actuel du développement scientifique, du ma"
extrèmement compliquée et les résultats de cette étude souvent trop limit
pour pouvoir être exploités par le physicien ou l'ingénieur.
Le premier chapitre constitue une introduction aux diverses méthod

de perturbations singulières reposant sur l'étude de modèles différenti
très simples. Le second chapitre traite essentiellement de problèmes
couche limite en mécanique des fluides; il n'est pas besoin d'en soulign
"importance. Un autre grand chapitre où s'appliquent avec profit certain
méthodes de perturbations singulières est celui de la propagation des and
non linéaires de faible amplitude. Vu son intétêt propre, il constituera e
fait la troisième partie de ce cours.

III Introduction, sur des Modèles Differentiels, des Diverses
Méthodes de Perturbations Singulières

(6)

(5)
par suite:

1 3 .hl(l) = 32 (cos 31 - cos 1) + '8 t sm 1.

L'approximation obtenue n'est pas bonne; d'une part on ne voit pas ap-
l re la modification de la période et, d'autre part, la présence dans (5)
'terme en 1 sin 1 (terme séculaire) fait que le terme ,hl (1) n'est effectlve-
ént d'ordre, que si 1 varie dans un intervalle 0 « 1 « Tde durée fiOle.
._ 0 (1) [si T = 0 (,-'), ce terme est du même ordre que le La

de ce terme en fI sin t est due à la résonnance mtrodUIte
'. la méthode dans l'équation (4) déterminant h,. Nous dllonsque ce
oblème est un problème de perturbation singulière et plus préCIsément
Utype "séculaire" ou "cumulatif'· .
L'idée de Poincaré est de "di.ltordre" convenablement la vanable temps
introduisant une nouvelle variable temps 1" défime par

1 = 1" +,/,(1") +, '1,(1") + ... ,
oles fonctions1,,/, ... doivent être introduites pour éviter la présence des
mes séculaires. On cherchera alors la solution de (2) sous la forme

Y(l, ,) = Yo(l") + •Y, (1*) + .. . . . (7)
L'introduction de (6) et de (7) dans le premier membre de (2) condUIt en
alant à 0 les deux premiers termes du développement en € aux équatIons

d'Y, dl, d'Y. d'/, dYo (8)
+ Yo = 0, dt. 2 + YI = YJ + 2dt. dt*2 + dt· 2 dt· .(1)d'

m d;: + k(y - ay') = 0

1II.I La Méthode de Poincaré
Nous commeneons par l'exemple bien classique de l'oscillateur non linéaÏ!>
gouverné par J'équation '

Dans celle section, il ne sera pas question de mécanique des fluides. nest in-
.diqué en effet d'introduire les méthodes que nous voulons exposer surf
modèles simples d'équations différentielles, dont on cannait souvent laso
tian générale. La plupart des exemples considérés ont une interprétatio.
physique digne d'intérêt. Nous la signalerons le plus souvent, sans toutefo'
insister trop longuement.
Nous considérons donc des problèmes très simples portant chacun s

une équation différentielle où se trouve impliqué un petit paramètre,
(, > 0), et pour lesquels la recherche d'un développement "nalf" en
échoue. Nous aurons ainsi J'occasion de mettre en évidence diverses
larités qui peuvent être rencontrées, diverses méthodes d'attaque pour Il
recherche d'approximations convenables, diverses particularités présentéei
par les solutions. '
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soit:

d'}; d}; 3sin {. __1 + 2 cos {* _1 = -cos t*
dt·' dt· 4 '

sin't· d};
dt. 8 "

où C, est une constante d'intégration mais qui doit être nuUe pour que}; (l'
ne soit pas singulière en t· = O. Ainsi}; = it·, ce qui assure que t =
lorsque t· = 0, et on obtient le résultat:

et le second membre de (8), alors:

cos t· +1. cos 3t· _ 2 d}; cos t. _ d'}; sin t·.
4 4 dt· dt· '

On évitera la présence de termes si on peut choisir}; (t·) p
faire disparailre les termes éventuels en cos t*. sin t* dans ce second memb
Nous écrirons donc:

(16)

(15)

(13)

1 + s
(sf,)' = 1, f(l) = 2, soit };(s) -s-'

(sj,)' = f: (sx; - x, - };) = :x,(l -};) - lfl]'

1 où < > 0 mais le rayon desérie en fi converge pour tout et:' x « CJ. •

ver ence tend vers zéro si x tend vers Le développement n est pas
. valable dans 0 « x « \. Pourtant la solution exacte

f(x) = 1 + 2 1 -; x + 4r- " .(12)
fi . - 0 La raison de cet échec tient à ce que 1equallon
n.'.e en x - . _ f, alors que le procédé naïf porte cette singuianteguhere lorsque x - - f •

d ée'Introduisons la "distorsion" de la coor onn x.

x = s + EX,(S) + E'X,(S) + ... ,

cherchonsfsoUS la forme d'un développement
, (14)

f(x, E) =};(s) + Ef,(S) + E'f,(S) + .... .
Substituant dans (10), on obtient (en désignant avec un accentladénva-
n par rapport à s):

(9Y(t,<) = cosf(1 -JE)t}.

Compte tenu des conditions aux limites on a d'abord:

Yo = cos t*,

1II.2 La Méthode de Distorsion des Coordonnées (LighthiU)

La méthode de distorsion peut être appliquée à d'autres problèmes
perturbations singulières que ceux de type cumulatif.
Soit par exemple à chercher la fonction f(x) définie dans 0 « x «

vérifiant l'équation et la condition aux limites

(18)

(17)c 1 [ 1 + 2sJf,(s) = - S' x,(s) + .
La règle pratique que l'on peut utiliser est la suivante:

n choisira xis) pour que, au voisinage du point (s = 0), la seconde
. proximation lIe sait pas plus singulière de x (s). Il suffit en
Ceci laisse encore une grande e ans e c . 2
.rret que, au voisinage de s 0,_on aIt par exemple.

1 + 2s ( )x,(s) = -- + s, s
. ( ) _ O() Le terme en Ede f(x, E) sera alors déterminé par f,(s) et
vec t, s - s. f ( ) S· end r, - 011 vient:
( ) . point n'est besoin de calculer ,s. 1on pr >- -

12 S ,
1 + 2s

) I+s . x-s- E-+'"f(x, E --;- + ... ,- s
(10)f(l) 2.(x +f= l,

A cet ordre d'approximation. on constate que le mouvement est enco
harmonique (des harmoniques d'ordre supérieur apparaissent lorsqu'
veut chercher 1, (t·) et Y, (t.». Mais on a mis en évidence la dépendan .
de la période vis à vis de E. La comparaison avec la solution exacte mon
que ceUe obtenue est exacte à 0 (E'). La position approchée de l'oscillati
définie par (9) sera encore voisine de la position exacte à 0 (E) près au bo'
d'un temps de l'ordre 0 (.-'}-c'est-à-dire d'autant plus long que E

petit.

La recherche "naïve" d'un en E conduit à:

f = 1 + x _ E (1 - x)(l + 3x) + E j(l + x)(l - x)(l + 3x) + ... (Il)
X 2x) 2A: s

(19)
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(26)

(25)

(24)

(22)

(23)

ô'y, + Y = _1 a'Y,_ _ 2 ay"
ar*2 1 Bt*ar al*

a'Y, Y, = -2 a'Y, _ a'!, _ _ 2 a'Y,__ 2ay,.
al.2 + W2 Br.2 812 ar al* Bl Bl-

a'Y,al*' + Y, = 0

Y(I,.) = Y,(I', i) + .Y,(I', i) + .'Y,(I', i) + ....

l' = 1(1 +.' w" + ... ),

.ne remarque essentielle pour ce problème consiste à noter. dès le
art, que sa donnée implique deux échelles de temps, celle de la période
l'oscillation non perturbée égale ici à l'unité et ceUe donnée par, -,
résentant la durée nécessaire (très longue) pour que les effets d'amor·
ement soient appréciables. fi est à prévoir que ces deux écheUes vont
er un rôle dans le problème et que le fait que leur rapport soit infiniment
't va entrainer le caractère singulier de notre problème.
Nous introduirons donc une variable temps (définie par:

, les w, sont ici des constantes, la constante w, ayant été supposée nulle
. que les termes en .1 sont pris en compte par (.
La méthode des écheUes multiples consiste à cherher Y(I, .) sous la
e d'une fonction de i. 1·, € où i el /* sont supposés être des variables
pendantes. que l'on développe en • sous la forme:

us dirons que ( est le "temps lent"), et, comme dans la méthode de
incaré, une variable temps modifiée construite à partir de 1

On suppose que les Y,(I', 1) et leurs dérivées sont effectivement in-
. endant de • et bornés dans le domaine des valeurs de 1', i que j'on est
nduit à considérer. On cherche à vérifier (20), et par suite on calcule

dY aY" aY, ay,-=-(1 +<'w,,+"')+<-' +<-(1 + ...)+dl al' al al'
,a'Y, ,ay,,---+,-+ ...al' a,'
d'Y a'Y, , a'Y,-=--(1 + 2. w" + ...) +2.--. +dl' al' _. ôl'al

,a'Y, a'Y, 2' a'Y, , ô'Y,• -.-+'--+ E _+E --+ ....8r2 (*2 ar. ar al· 2

•En substituant dans (20) et en annulant successivement les coefficients
udéveloppement en E ainsi obtenu, on a:

(21

--.-

[x' + 2(1 + x). + 4.']'12 + [x' + 2(1 + x). + .')'12
est unifor,mément bornée dans tout intervalle fixé Q <:: x <:: l, où Q >'
par K.' ou K est une constante dépendant de Q.

On notera d'ailleurs que, accidentellement ici, si on prend t,(s)
(3/2)s (ce qUI assure que x,(I) = 0), on retrouve par ce procédé d'appro
mahon la SoIutlOn exacte (12).
La figure 1 explique assez clairement la raison du succès de la méth

La défiCIence du développement naif (Il) apparl1.l1 au voisinage de
frontière x =.0 de. l'intervalle limite; on dit que ce problème est un problè
perturbatlOn sIngulière du type "couche" et plus précisément du t .

couche hrmte".

En comparant avec (12) on note que la différence entre la solution exa
la présente approximation est bornée par (312/Vï'; (.)'12 dans t

1Intervalle [0, I) car

r(;)' + ,4 J '12 - 1(;)' + + 1J "' =
3.

------'-----x
Figure 1

1113 Méthode des Échelles Multiples

111.3.1 Oscillaleur linéaire amorti
Nous allons à nouveau considérer un problème de perturbation singulièr
de type cumulatif ou .séculaire, de l'oscillateur harmonique; celui, tr
Simple,. de la perturbatlOn par un amortissement linéaire. Utilisant des'
des variables réduites, nous écrirons l'équation sousla forme

d'Y dY
dl' + 2. dï + Y = 0,

et, pour fixer les idées, nous prendrons les conditions initiales:

Y(O) = 0, (0) = 1.

...
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(35)

(34)

+ (2w, + I)exp(-i) O.

A ,(0) = 0, B,(O) = O.

a'Y--,' + Y, = (1 + 2w,) exp (-i) sin t' +at'

es conditions initiales, d'après (25), montrent que

2 sin t' - cos t') + 2(A, sin t' - B, cos t·).

Pour éviter les termes séculaires on pourra prendre:

Si Je terme non homogène dans (35) n'était pas nul. il apparaîtrait dans
,un terme séculaire en i exp (-il qui ruinerait la qualité du développement.
mpte tenu de (34), on est donc conduit à écrire

A, =0, B, = 0, w, = -\,
et au stade d'approximation atteint, on a obtenu

'n ne peut être dit de plus à ce stade pour les fonctions A, (i) et
(i).

e. Toute information complémentaire provient de l'équation en Y, pour
quelles nous voulons éviter les termes séculaires. Or eUe s'écrit:

(3

Y = (1 - <t) sin t

Pour éviter les termes séculaires on peut imposer:
dAo dBo-do + Ao = 0, -. + Bo = 01 dt 1

on obtient ainsi des équations aux arti
pour les fonctIOns de 2 variables i t d' M' . P
ramène en fait à celle d'équations alS leur mtégration'
Compte tenu des conditions aux limites, (26), donne
Y,(t', i) = A,(i) cos l' + B,(i) sin l',

avec (utiliser (25»:

A,(O) = 0, B,(O) J. (

les fonctions A,(i).et B,(i) soot donc largement indétermin
erc ons malntenant Y,(l', 1). L'équation (26), s'écrit:

éJ'Y, (dAo. dB )
al. 2 + YI =2 dT SInt* - d/COS1* + 2{An sin t* -Rocos

soit, compte tenu de (28):

A,(i) = 0, Bo(i) = exp( -il.
A ce stade du développem t b 'en on a a tenu 1approximation (27), soit
Y(t, d = exp( - <1) sin 1 + ... , (3

qu'il faut comparer à la solution exacte

Y = exp( _, t) sin (v'f'=""? t) .v'f'=""?
et qui constitue bien une approximation à O() • d .
de la forme 0 _, ' pres ans lout mterv
aurait conduit à< t -<:: K< ,K étant Une constante. Le développementn

y = exp( -<1) sin {CI - l' ')t} + .... (36)
Cette fois la période est déterminée à O(,J) près (et même 0(,'» etl'approxi-
ation trouvée est uniformément valable à 0(,') près.
On peut résumer les essentielles de la méthode des

échelles multiples telles qu'elles sont apparues au cours de cet exemple
comme suit:

b
qUi n'est une approximation valable à 0(,) près que dans un inte LorsqU!! les tÙJnnées du problème fonr apparaftre que le petit paramètre
eaucoup plus petit 0 -<:: 1 -<:: K K est le rapport de deux échelles de temps-il en serait de méme de deux
terme séculaire). " 1 = 0(1), (à cause de la présence. chelles d'espace-la méthode cansiste d introduire deux variables de temps

" ronstruites avec ces échelles (l'une d'entre elles étant éventuellement
cas simple, obtenu l'amplitude-lenterncn! 'llistordue) et à envisager le développement formel de la solution en " chaque

e-a , pr s, mals aUCune modification pour la •. d C roefficienr du développement étanr fonction des deux variables temps ainsi
chans à calculer Y,; d'après (29) et (30) on a peno e, ber introduites considérées tout au long du <Xllcul comme indépentÙJnces. Pour

Y, = A,(i) cos t' + B,(i) sin t' diterminer camplètemenr un coefftâent de ce développemenr. il ne suffit pas
(33 de résoudre l'équation où il apparall pour la premièrefois. Lesindéterminées

!
1
1
i
[1

j
[



(40)

F1gurc 2 Approche du cycle limite
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P'

en approximation

Y la .= sm t + ...
v'a' - (a' - 4) exp( -dl

Ce premier terme montre à la fois l'existence du cycle limite (obtenu pour
= 2)etla manière dont une solution tend vers ce cyclesi a" 2. L'amplitude
"e très lentement pour atliendre finalement la valeur 2 (fig. 2). Pour
tenir le glissement de la fréquence en 0(.'), il faudrait effectuer com-
ètement la détermination de Y, (t, i), éventuellement en introduisant une
. torsion possible dans la variable de temps rapide t.

Yo = Ao(/) cos t + Bo(/) sin t, Ao(O) = 0,

Bo = la
Va' - (a' - 4) exp( -i)'

Y(O) =0, (0) =a.

B(O) = a,

a(i) = 2 exp(iB)
VI - k exp(-i)

A o = 0,

74
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qui demeurent nécessairement SOnt à choisir .
laquelle apparaft le terme suivant en 1mp'0sanl que J'équation
dé, . pourra conduire d une sol t' .

pas la validité de l'approximation cherchée' u qUI
au mieux cette validité. ' malS, au COntraire, as

Il!.3.2 . Approche du cycle limite de l'oscillateur de Van der Pol
[J convIent sans doute de c lé
banal. A cet effet exemple mo'
ment non linéaire, régi par l'équation réduite 0 aVec amortI

d'Y _ (dY 1(dY)J)dt' • dt - 3 dt + Y =0,

et cherchons la solution pour laquelle

(38
Nous nous contenterons de déteT' 1 •

deux variables temps serOnt 1 et ( _ mmeNr e terme et par suite J
- Et. OUS écnrons

Y(t, r) Yo(t.i) -+ .Y,(t, i) + ...
On obtient aisément d'abord

a'Yoiiïï + Yo = 0,

puis l'équation définissant Y .,.
a'Y,
afï+

D14 La Méthode des Développements Raccordés

Nous avons déjà signalé que lorsque le paramètre petit " présent dans
l'énoncé d'un problème et qui incite à le traiter par une méthode asymptoti-

est le rapport de deux longueurs ou de deux temps, on doit s'attendre
Y, = -2 a' _ ! (a Yo) aYo à rencontrer un problème de perturbations singulières. Nous avons déjà

atat 3 at + dt . (39 .nvisagé, notamment en lIU, des exemples de tels problèmes de type
. Si on met le second membre sous la forme d'une .' cumulatif ou séculaire. Dans ces exemples le développement naïf qui ne peut
Sm t t 1 somme de termes cnir compte des effets dus au temps lent conduit à une solution apptochée;: des fonctions de f, et si on écrit que 1. . n'est valable que pour des durées trop courtes pour être intéressantes et
nécessaitement de la forme ' on VOIt que a(t) = Ao(f) + iBo(l)eiI, . de plus ne rend pas compte de propriétés essentielles du mouvement

'.' (par exemple de sa périodicité). Par contre, la méthode des échelles multi-
ples, introduite sur des exemples, permet d'obtenir une représentation très
satisfaisante du phénomène physique considéré.
Nous avons aussi, en JII.2, traité un exemple de problème de type couche

limite, nettement différent des précédents, en ce sens que la non validité
du développement naïf se produisait et de façon catastrophique dès le
ptemier terme au voisinage même de la frontière du domaine d'étude. A
vrai dire ce problème de couche limite était de nature assez spéciale. Ceux

l'on rencontre habituellement apparaissent liés aux cas où le petit
coefficient. figure en facteur des termes contenant la ou les dérivées d'ordre

coonstandtes réelles qui sont déterminées par les conditiOIll
'-'\ - 1 a. n a One:



(48)

(45)

77

tNous préciserons cette notion plus loin. Voir 1I1.4.4.

Ji(<XJ) = y(O)

I,'m lim y(x .) = lim lim, y(x, f),
!' .. --4>

où il est entendu que lim
x
désigne l'opération du passage à la limite quand

, tend zér?, x de la couche limite du problème
de cette équation pour ce même problème.

MÉTHODES ASYM!'fOTlQUES EN MtCAl-1QUE DES FUllDES

, ce de (x. l) vers y(x) est uniforme dans tout fixe !ermé
YI ( > 0) mais elle n'est pas uniforme dans 1mtervalle d étude

-<: x ,< ,Cl, . . d 0 c'est-à-dIre dans la
, 1), et plus particulièrement au vOlsmage e x = ,
uche limite. . ail '1"1 faut faire intervenir la variable courte.
C'est dans cet mterv e qu . d· . gu,'der par (42)' on voit qu'il conVIent e poserssons nouS encore 1

(43)

(44)
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dy
-=Q
dx

et qui vérifie bien la condition aux frontières en x = 1. Mais pour x 0,
la limite du second membre de (42) esl nulle évidemment; dans le Cal

général où nous nous plaçons, a ... l, elle est différente de y (0). La conver·

y(x) = ax + 1 - a

qui est bien une solution de Ul'équation d'Euleru

d'y dy
L( y) _ dx' + dx - a = 0, y(O, <) = 0, y(J, El = 1.

Nous nous intéressons à la fonction Y(x, _) définie dans l'intervalle fe
o -<: x .;:: 1 par les conditions

x = -t,
La . ble "courte" appelée aussi variable locale; est celle qu'il faut
· décrire le de la solution dans la couche hmlte.

· on pose

lim, y(x, _) = lim._o.,,,,Y(-t, -) = JiW,
on trouve aisément à partir de (42) que:
. lim!y(x, <l = JiW = (1 - a)(1 - exp{-tl). (46)

C
.;t on pu trouver (46) sans connaître (42)' Telle est la. amment aur.... - . .
. Il ous nous proposons d exammer.question essentle e que n rcation linéaire conservant

(41)' On note d'abord que x .= -t est une app " érateur lim àl'équation
j'orioine telle que si on applique formellement 1op '. d. .....'. f . ant ensuite _ - 0 une équatIOn uéchelles de !ongueur : la longueur ,qu, est celle on obtienne ..nt, 3.lS - ,

de 1mtervalle de defimtIOn et _. L'equatIOn (41) sera conSIderée co . cond ordre "sigmficallVe t qUI s écnt
modèle. équations?e Navier-Stokes, - étant d'un coefficient 'd) ) d'Ji dJi _ (47)
de diSSIpatIOn suppose pellt. Dans ces condillons, l'equallon obtenue <Il!, lim ((_ '!.1'. +2. - a - = dt' + dt - 0,
faisant _ =Osera un modèle des équations d'Euler régissant les écoulemenu t dx' dx . . 0 dl
de fluide parfait. Sa solution générale est ici très simple: Y = ax + b, mais et que ensuite, (46) est bien une solution de (47) qUl té =
il est évidemment impossible de déterminer la constante b pour valeu;O. Mais reste à déterminer la seconde constante d lOt gratlon an
satisfaire les deux conditions aux limites. l'intégrale de (47) pour obtenir (46). (46) 1 leur
La solution du problème (41) s'écrit ici explicitement: On remarque alors (subtilement i) que (1 - a) est a va_ 0. _( ') t infini et dans (43) celle pme par Y x pour x - .

( ) (1 ) 1 - exp( - - ., x) (42) pnse par y, pour 'il f t écrire pour lever l'indétermination restante
Y x,. = - a 1 _ exp( _ f .') + ax. Telle eslla entre les deux représentations de la solu-

ou encore ef e) rt -(1) La condition de raccord s'écrit donc ICI
Si sur (42) on effectue le passage à la limite _ 0, on constate que pour tion données par Y x e y,.

tout x ... 0, Y tend vers

le plus élevé, si bien que l'équation régissant la perturbation n'est plus
même ordre que celle obtenue en faisant _ = O. C'est ce phénomène q
nous allons étudier maintenant. Bien que souvent on puisse en abord
l'étude par une méthode d'échelles multiples, il est plus habituel et d'aille
plus intéressant de le traiter par la méthode dite des développements r
cordés ou des approximations raccordées (matched asymptotic expansio
Nous aurons bien à introduire deux variables distinctes, de longueur
exemple, (une longue et une courte) mais chacune d'entre elles apparaî
seule dans chacun de deux développements asymptotiques, qui ensemb!
permettent une représentation satisfaisante de la solution dans tout 1
domaine étudié. lllustrons de suite ces considérations sur un exempt
élémentaire.

76

ll1.4.1 Etude d'un modèle linéaire à coeffrients constants
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y ( x, .- ) solution de Navier

y( x ) solution d'Euler
y L!.) solution d. 10 couche limite.-

Figar. J

La figure 3 illustre les résultats trouvés. Elle suggère aussi que l'on peut
trouver une représentation asymptotique p, dite "composite", construite
à partir de (43) et de (46) suivant le schéma:

y = y + ji - (partie commune)
la "partie commune" étant d'ailleurs donnée ici par (48). On a ainsi

P(x, e) = ax + (1 - a) (1 - exp ( - ;. )) (50)

llr'4.2 Domaines de validité des approximations distale et proximale
Précisons les domaines de validité des approximations trouvées. A ctl
effet il n'est pas inutile d'utiliser une représentation graphique dans le plan
x, e (figure 4).

1) Iy - Yi et IJÎ - yi tendent tous les deux vers zéro, et uniformémenl
quand le point (x, f) (e # 0) tend vers un point quelconque du segment(J),
(0 ,< x ,< 1, e = 0), pourvu que ce point reste dans un domaine fermé
6) , défini par une relation de la forme

'l, (<) x 1

où 'l, (<) est une fonction de f telle que lim 'l, (<)1< = co.
,..0

2) Iy - yi 1Y - yi tendent uniformément vers zéro et uniformé-
ment quand le point (x, e) tend vers le point x = 0 du segment (1) pourvu
Que ce point (x, e) reste dans un domaine fermé (j, de la forme

o ,< x ,/,(<)

OÙ q,(<) est une fonction de • telle,que lim '1,«) = O. Naturellement, on'" ",,-.peut trouver de tels domaines ",. J et 3', ayant une partie commune. Leur
réunion q). donc tout le domaine du plan (x, e) de la forme

o x ,< l, 0 e f •.

On dit plus brièvement que cette réunion recouvre complètement l'intervalle
(0.1).
li est clair que l'on peut dire que l'approximation y-qu'on appelle

souvent l'approximation extérieure ou distale ou régulière--est uniformé-
ment valable dans (j " que l'approximation ji-que l'on appelle souvent
l'approximation intérieure ou proximale ou locale--est uniformément
valable dans (j, et que l'approximation composite est uniformément valable
dans !!J•.
Raccorder deux approximations c'est écrire qu'elles ont un domaine com-

mun de validité, c'est-à-dire dans lequel leur différence tend vers zéro
lorsque < tend vers zéro, le point (x. e) restant dans ce domaine commun. Si
la réunion des domaines de validité de ces deux approximations recouvre
l'intervalle d'étude (0, 1), les approximations intérieure et extérieure définis-

.' 1

lx ''1 leI
X· "7z ( .. ,

(I)

""raccord sur lI'Ie li<jne
iltermédioire

Figure 4
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(54)

(55)

(56)
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x = '7(.) x', x' fixe,

Iim (y - y) = limx' (y - y) = O.
x· fixe

<) = yo (x) + .y,(x) + ...

80

sent une approximation uniformément valable de y dans l'intervaIlt lequel, si un point (x, .) (. oF 0) tend vers un point de Ion ait
O,<x,<l.
Le raccord des deux approximations a en général pour but de détermin lim 1. {y - CY. + .y,)1 = 0

une (ou plusieurs) constante qui n'a pu être trouvée directement. D'après •
que l'on vient de voir, il suffira d'écrire que Iy - Yi tend vers zéro quandl iformément par rapport à x; de même le domaine où l'on a
point (x, <) tend vers l'origine de (1) en restant dans le domaine de validil/ un
commun, c'est-à-dire par exemple sur une courbe lim l {y _ (Yo + .y,)} = 0,

l .....O E

Les développements asymptotiques (52) et (53) réduits à leurs deux
située à l'intérieur du domaine de validité commun ('72 < '7 < '7J On devr premiers termes constituent une approximation valable à
donc écrire 0(,) près si et ont une partie commune et SI leur reumon recouvre

l'intervalle (0, 1).
(51 Une première méthode de raccordement consistera alors à utiliser une limite

intermédiaire "appartenant" à la partie commune. On écrira par exemple
A cet effet, on exprimera au préalable y et yavec x' et L On dit quex' est

une variable intermédiaire et on qualifie souvent d'intermédiaire la !imit,
figurant dans (51) prise à x' fixé.

-d'une part un développement asymptotique, appelé extérieur ou
ou régulier, de la forme

à « x « l, a > 0 et

que l'on escompte valable au voisinage de x = O. Les approximations y(x\
y(D étudiées plus haut représentent les termes dominants des
ments (52) et (53).

généralisant ainsi (51).'
Il!.4,) Approximations as)'mptotiques d'ordre supérieur. Règles de raccord Une autre méthode de raccord très populaire est la règle (m, n) qui généralise

la règle très simple écrite en (48). Elle peut s'énoncer de la façon suivante:
Si on veut former une représentation asymptotique plus précise de la solu. "Le développement intérièur jusqu'à O(.m) du développement extérieur
tion d'un problème comme celui envisagé en (41), on cherchera: jusqu'à 0(.") est égal au développement extérieur jusqu'à 0(.") du développe-

ment intérieur jusqu'à O(.m)."
Naturellement il faut exprimer les deux membres de l'égalité avec les

mêmes variables x, • ou • afin de pouvoir écrire l'identité.
Ces deux règles de raccord constituent des hypothèses de travail qui le

(52) plus souvent conduisent au résultat correct. Mais il faut bien se garder de
qui, par hypothèse de travail, est escompté valable dans tout intervalle ferm/ leur donner une valeur absolue. L'idée essentielle semble bien celle des

"domaines de validité" d'une approximation; la règle de la limite inter-
médiaire est une méthode simple de l'exploiter. Quant à la règle (m, n) on a
pu montrer qu'elle s'applique bien dans le cas très général où les fonctions

-d'autre part un développement asymptotique appelé intérieur ou Ji,(x), ont certaines propriétés analytiques simples.. .
proximal ou local de la forme nconvient de noter enfin que l'on peut étendre ces conSidératIOns au cas

(53) l'on doit user d'échelles 8m(.) autres que celle des .m.
L'application de ces concepts à l'équation (41) se révèle assez banale vu la

simplicité du problème, Mais bien sûr il n'est que trop facile de compliquer
un peu le modèle pour illustrer la mise en oeuvre de la méthode.

\
l,,

ll/.4.4 Equations limites formelles. Equations significatives
Utilisant la représentation dans un plan (x, .) comme plus haut, on peut Nous avons analysé avec assez de détails la question du raccord. Mais dans

définir le domaine de validité de la série (52) réduite à ces deux premien le traitement fait en IlIA.1 pour trouver y(x) et il reste de nombreux
termes: c'est le domaine fermé de frontière(I) (. = 0, 0 ,< x ,< 1) dal1l points à éclaircir si on veut trouver ces termes de façon cohérente sans
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II.4.5 Exemple élémentaire d'une double couche limite

est parfois nécessaire d'introduire plusieurs échelles comme le montre
'exemple élémentaire suivant:
il:

1celui de (E,) est
d, = {'1 lord '1 < ord 1J.

(5 On constate dans ce cas que les domaines <1 , et <1, sont les domaines
lerits autrement par et l'aide de la représentation graphique de la
re 4.
Ceci acquis, la construction des approximations y(x) et et leur apti-
de à constituer une approximation uniformément valable de la solution
pposée inconnue) de (41) reposent sur l'énoncé suivant:

(El)ord '1 = ord 1 : dy - a = 0
dx

ord < < ord '1 < ord 1 : = 0 (E,)

d' dord '1 = ord < : -.E + .1: = 0dx' dx

connaître ,la solution .exacte. Il convient pour ce faire d'appliquer àl'équ
tIon (41) 1opérateur hm,. mtrodUit en (51). On obtient alors

< d'y 1 dy
'l' dx*' + di:' - a O.

Il est alors commode d'introduire la notion d'ordre ou plutôt de cl
d'ordre pour les échelles, On dira que "ord < < ord '1" si lim <'1- 1 --> 0

E ...O Q

que ord <= ord '1 si hm <'1- 1existe et n'est ni nulle ni infini. Ceci dit, si
HO

effectue la limite formelle de (57) on obtient les résultats suivants
notera que l'on a rétabli la variable x dans le résultat pour faciliter la co
paraison:

1) Si F est une équation, si F, est une 'l,-limite de F, F, une 'l,-limite
Fet si aussi F, est une 'l,-limite de F" nous dirons que l'équation F, conti
l'équation F,. '

< + (1 + < ,\ = 0,
l ' '1 1 . x x + € J
CI 1 est c air que (E,) et (E, ) sont des équations significatives; ce sonl .

respectivement les équations (44) et (47). Le domaine de validité de (El )es! ne équation dont on cherche, dans le domaine x >/ 0, la solution vérifiant
<1, = {'II ord '1 > ord El = 1.

ypothèses de travail sur les domaines de validité-Si y est une solution de
lquation E, si Ep une équation limite de E, alors il existe au moins une solu·
'ny, de Ep dont le domaine de validité comprend ledomaineformel de validité
rtquation EP'
D'après cette hypothèse de travail, on est en droite d'attendre qu'il
, te une solution Y, de E, dont le domaine de validité soit au moins
al à <1 1, Cette équation devra donc satisfaire la condition aux limites
ur x = 1. C'est la solution y(x), De même, il existe une solution y, de
1dont le domaine de validité soit au moins égal à <1,; c'est une solu-
'on de (47) qui vérifie donc y,(O) = O. Comme la réunion de <1 1 et de <1,

ord'l < ord < : d'y = 0 (E,) uvre tout l'intervalle (0, 1), il en est de même de et de on peut
dx' onc écrire la condition de raccord.

Nous dirons que ces équations Ei sont des '1-limites de l'équation initiai< On voit e,n, travail permet de préciser
ou encore que les premiers membres de ces équations sont des dégéné ' , elle condition aux liInltes dOit être apphquée à chacune des équations
sciences de l'opérateur L(y). gDlficatives.
Il est naturel de poser les définitions suivantes: En pratique on procédera plus simplement, par exemple, s'il y a lieu, en

nant compte de remarques physiques évidentes. Dans le cas de l'équation
41), on peut voir qu'il ne peut exister de couche limite qu'en un point
ontière situé à gauche de l'intervalle. C'est donc la condition en x = 1qui
t conservée pour "l'équation d'Euler", (44).

2) Une équation limite F, est dite "significative" si elle n'est contenued
aucune autre limite de F.

3) Le domaine formel de validité d'une équation F, limite de F
constitué par les classes ord '1 telles que la '1-limite de F est soit F, soit u
équation limite contenue dans F.
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Le phénomène physique gouverné par ce modèle comporte 3 écheU
lon?ueur, x = 0(1), x = 0(.), x = 0(<'). Au voisinage de x = 0 on
vraIsemblablement conduit à introduire les variables loca/est t et t

x = .t, x = .'l.
C'est bien ce que montre d'ailleurs la solution exacte de ce problème

.' (X)= --exp -- .
€2 + x f

D est facile de voir qu'il est impossible d'obtenir une représentation as
ptotique correcte en utilisant les remarques précédentes avec une seule.
variables t ou l. Si on cherche une solution locale de la forme

D peut montrer, après une étude qui demande quelque soin, qu'il existe
le plan (x, y) un arc intégral et un seul passant par deux points donnés
) restant borné]. . . . .
our fixer les idées, nous prendrons donc les condlllons aux hmltes, a et
t deux nombres réels,

y( -1) = a, y(l) = b. (60)

fi est facile alors d'étudier la limite de celle intégrale lorsque, a, b étant
Is, on fait tendre • vers zéro. On obtient alors les résultats figurés
matiquement sur la figure 5.
peut retrouver ces résultats à partir de:

(61)

x - Xo = €t. € > O.

1) l'intégrale de l'équation "d'Euler"

y' = K'

2) l'étude de l'équation de la couche limite. Si on pose pour étudier une
uche limite au voisinage de Xo

<) = f .''!',ct>,
o

'!'o = A§-l exp( - t)

et on ne peut écrire la condition aux limites
Si on cherche la solution locale sous la forme

on trouve

,l(x, .) = f.
o

on trouve bien d'abord

vient l'équation de la couche limite:

d'y _ 2- dy = O.
dt' y dt

(62)

(64)

(63)j =_a_, j(O) = a,
1 - at

étant une constante. Si k # 0 on a:
y = -k th k(t - M, j(O) = a = k tg 1ct1< k

Celle équation n'est pas essentiellement plus simple que l'équation
mplète de départ. Mais l'une des conditions aux limites exprimant le
cord est à écrire pour t = +co où t = -co. On a donc:
dy -, k'dt = y -

y = k est la solution d'Euler à laquelle on doit raccorder la couche limite.
Si k = 0, l'intégrale générale de celte équation est:

= (1 + l)-l,
mais on s'aperçoit qu'on ne peut trouver
On trouvera donc des problèmes de type couche limite comme celui

où plusieurs représentations locales devront être mises en oeuvre et dét
minées simultanément par les conditions aux limites et par les conditions
raccord.

111.4.6 Indicalions SUT un modèle non linéaire
Nous n'évoquerons, sans faire les justifications complètes, qu'un
exemple simple nonlinéaire qui permettra de mettre en évidence cert .
particularités dues à la non linéarité. Nous considérons l'équation (. >

d'y dy
• dx' - 2y dx = O. (5

On peut effectuer l'intégration complète de celle équation sans diflic

tDans un cas comme celui-ci le terme "'ocal" est pn!fl!rable aux termes "intérieur"
"proximal".

u

y = -k Cath k(t - M, y(O) = a = k Coth lai> k.

La figure 5 résume les différents cas que l'on peut obtenir:

(65)
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tions de Prandtl ne suffit pas toujours pour déterminer de façon unique
roximation uniformément valable de la solution exacte, (cas (3».

i dans les cas généraux (1) et (2) il n'y a qu'une seule couche limite au
'nage de l'un des points de l'intervalle où l'on étudie la solu-
, il peut arriver, comme dans le cas général (4) que l'on observe deux
ches limites.

peut trouver des solutions limites vérifiant les deux conditions
ct l'équation d'Euler (61), l'équation différentielle (59) avec

Oétantvériliéeausensdesdistributionsdanstoutl'intervalle -1 ..: x..: 1;
· ces solutions présentent un choc. Une u avec choc" ne peut
·if lieu que dans le cas (3). On notera qu'au voisinage du chocx = x" on a
celte solution limite

y(x, - 0) +y(x, + 0) = 0, y(x, - 0) >/ y(x, + 0). (66)

Les relations (66) donnent à la fois l'égalité et l'inégalité qui doivent être
· ées au droit tlun choc.

qui viennent d'être dl!gagés tiennent essentiellement
non-linéaire du

La Méthode des Dé..loppemcnts Composites

s certains cas favorables, il est possible de deviner
. ri la forme d'un développement composite uniformémenl valable.
exemple, si on reprend le simple (41), on

t se proposer de chercher la solution sous la forme

y(x, 0) = [h,(x) + oh,(x) + ...J+ exp (- [/co(x) + ok,(x) + ...J
· (67)

En substituant dans (41) et en écrivant que les coefficients de 0' et de
(-xl< )0' sont nuls, on obtient aisément

y(x, 0) = (1 - a)(l - exp {-(o ·'x)}) + ax + .... (68)

.L'approximation ainsi trouvée est supposée être uniformément valable
· (0, 1) avec une erreur inférieure à toute puissance de o. C'est ce que
'n peut vérifier par comparaison avec la solution exacte. l'ex-
ssion écrite au second membre de (68) n'est autre que l'apprOXimatIOn
mposite j(x, €} donnée en (50).
o. ne telle métbode, qui a cependant été appliquée avec dans
". 'ns cas. ne peut elfe que-d'un emploi exceptionnel. fi faut, pour obtenir
'cohérence satisfaisante, être en mesure de déterminer tous les termes du
· loppement composite et de montrer, à tout ordre, la validité de ce
· eloppement asymptotique composite.

CD

1
+. ,-,

®

tft'

PAUL GERMAIN

®

rP-.
@)

86

,
-La considération de la compatibilité des solutions d'Euler ct

1) Si a > 0, b > -a, il y a une couche limite au voisinage ·de x =
k =K = a.

2) Si b < 0, a < -b, il Ya une couche limite au voisinage de x = _
k = K = b.

3) Si a > 0, b < 0 et a = -b; la considération de l'équation d'Eulerf
et l'analyse de l'équation de Prandtl (62) conduisent à uneindétermina .
Le passage à la limite SUr la solution de l'équation exacte donne:

y = _athOX
o

ct l'existence d'une couche de choc au voisinage de x = O.

4) Si a ,< 0 ct b ;,.. 0, la seule possibilité consiste à prendre K = k =
y a, en général, deux couches limites au voisinage de x = -1 et x = .
elles sont données par des expressions du type (63).
On peut vérifier que toutes les déterminations ainsi effectuées

uniques-hors le cas (3) déjà signalé-et que le résultat trouvé est bi
limite de la solution compI&e du complet (59}--(60).
De cette analyse nous soulignerons les conclusÎon suivantes:
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Conclusion

Au terme. de chapitre d'introduction où nous aVons tenté d'introd
quelques Idées sImples sur les méthodes de perturbations singulières, r
nons rapidement quelques-unes des conclusions dégagées à propos
exemples élémentaires qui ont été traités.
On rencontre de façon générale deux grands types de problèm

perturballons smgulières, le type "cumulatif ou séculaire" et le
"couche". La méthode la plus indiquée pour traiter les problèmes
premier type est I.a méthode des échelles multiples. Bien que très sou
celte méthode pUISse aussi être utilisée pour traiter certains problèm
type couche, la méthode des développements raccordés est souvent Pl
rable car elle co?dUlt à des calculs plus simples, car elle prend directe
en compte le fatt que les approximations asymptotiques représen
soIullon dans un sous-<lomatne donné ne font intervenir que l'une
variables, lente ou rapide, qui apparaissent de façon essentielle d
formulation même du problème.
Outre ces deux méthodes générales, on peut aussifaire appel à la mét '

de dIStorSIOn des .coordonnées. Cette méthode a l'avantage d'etre con
tuellement plus SImple et de fournir directement une représentation
formément valable de la solution. Mais son domaine d'application
lmuté. Elle donne de bons résultats pour l'étude de problèmes gouv '

un s!stème d'équations aux dérivées partielles de type hyperbo
c est-à-dire pour des problèmes de propagation d'ondes (problèmes de
cumulatif) et par suite peut, dans certains cas, remplacer la méthod

mulllples. Nous avons vu, d'ailleurs, qu'il y a souvent intér&'
1applicatIOn de cette méthode à effectuer une distorsion sur la v .
rapide. Elle échoue: en général, dans J'étude de problèmes régis p .
système de type elhpllque. Elle ne peut être appliquée dans le cas 0
petit paramètre apparalt comme coefficient des dérivées d'ordre sup .
cas pour lesquels la méthode des développements raccordés se r
particulièrement efficace.
Insistons enfin sur le fait que les méthodes de perturbations singuli

ne suffisent pas pour obtenir un résultat d'approximation rigoureus
établi., Ce sont des méthodes fondamentalement heUristiques de co
Ilon d apprOJumallon asymptotiques uniformement valables.
L'étude de ces méthodes consiste à préciser les règles de cohéren

on peut s'appuyer dans les applications. Plus ces règles"
formulees avec som plus on a de chauces d'obtenir le résultat conve
Mais dans l'ignorance de la solution complète on ne peut jamais être ce
toute et cn toute rigueur du résultat obtenu, tant qu

demonstratlOn mathématique n'a pas été produite. Ceci étant dit, il con'
?e en termmant que, grâce aux analyses très fines qui ont étéfai'
a 1expenence acqUJse. on peut avec grande sécurité faire appel à.
méthodes pour attaquer des problèmes nouveaux et difficiles.

SIlf quelques Applicatiom à la Mécanique des Fluides de la Méthode
des Développements Asymptotiques Raccordés

'agit dans ce chapitre de mettre en 6euvre la méthode des développements
ptotiques raccordés pour étudier, à titre d'illustration, certains prob-

'es de mécanique des fluides. Ceux-ci, même dans les cas les plus simples,
t régis par une équation aux dérivées partielles ou, plus généralement,
un système d'équations aux dérivées partielles. La méthode dont nous
ns exposé les grandes lignes sur des modèles simples devra donc être
due à des cas plus complexes du point de vue mathématique.
ous commencerons donc IV.1 par rassembler de façoo succinte mais
z précise les définitions et hypothèses de travail dégagées pour l'essentiel
chapitre précédent, mais formulées ici pour des équations aux dérivées
'elles et pour leurs solutions qui sont des fonctions de plusieurs vanables.
aborderons ensuite, en IV.2, le problème de l'écoulement rectiligne
fluide parfait incompressible et visqueux dans le cadre classique de la
étodynarnique des fluides, aux grands nombres de Hartmann. Il

, 't d'un problème de couche limite portant sur une équation aux dérivées
'elles très simple de type elliptique et à coefficients constants. L'étude
ématique a pu etre poussée très avant, en ce sens que des démonstra-

os ont pu être données prouvant la validité des résultats. Nous n'évoque-
pas ces travaux et nous nous contenterons de l'étude heuristique et
tructive des approximations et développements asymptotiques pour
ntrer la mise en oeuvre des méthodes dégagées en IV.l.
Nous avions prévu initialement d'aborder, au moins sommairement,
ude très classique de la couche limite le long d'un obstacle ou d'une paroi,
. à elle seule fait "objet de nombreux et volumineux ouvrages et d'évoquer
tres problèmes importants de mécanique des fluides nécessitant l'appli-
'on des méthodes de développements raccordés (écoulements aux faibles
'mbres de Reynolds, structure d'une onde de choc, ...). Le temps réservé
conférences éLait trop court pour nous permettre de réaliser ce projet.

us avons donc dù nous contenter de l'exemple simple, mais instructif, qui
'tl'objet de IV.2.

Définitions Générales et Hypothèses de Travail

mme toujours c est une variable réelle positive. Une échelle 8(,) est une
ction de c à valeurs réelles et positives définie dans l'intervalle 0 < c« Co

telle que lim 8(c) existe ou soit infinie (pour c =O,l'ensembledes valeurs
,-00

'accumulation a au.plus un élément).
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m
fi:' =1; ,.,),

o

,1.2 Définitions relatives à un opérateur ou à une équation
outes ces définitions sont relatives à l'approximation d'une fonction
y, <) donnée et faciles à appliquer dans ce cas. Mais en général, on
a simplement que" vérifie dans un domaine D une certaine équation
eodant du petit paramètre < . Soit:

l} La série ".. = L::'_o 8, ",(x, y) est une approximation régulièreformelle
p, " étant une solution de L" = 0, dans DI c Do (à m + 1 termes) si

éfinie dans Dr, de la forme

marque Un processus de limite locale est défini dans l'espace x, y, < par
arc de courbe r ayant une extrémité dans le plan < = 0, ou une famille
arcs de courbes ayant cette extrémité dans un sous-domaine de Do ou sur
arcs L de D, ou encore en un point de D.

9) Une approximation asymptotique uniforme dans Do s'exprimant à
aide d'approximations asymptotiques régulières et locales, chacune d'entre
cs étant valables dans certains sous-domaines de Do est appelée une
proximation composite.

odit que ,,:, est une approximation asymptotique locale de ,,(ou un dévelop-
ment asymptotique local à m + 1 termes de ,,) dans Dr si, dans Dr

,,(x, y, <) - ,." <) = R: = 0(8:).

8) Nous définirons de façon ,naturelle la limite locale ,.,) par

lim ,,(x, y, <) = lim ,." <) = lim! ,,(x, y, <);
....0 .....0 ."

'est-à-dire la limite obtenue quand < 0, et ,., gardant des valeurs fixes.
Ainsi on peut écrire (p = 0, 1,2, ... m)

opérateur L pouvant dépendre de < , cette équation et Do = D + aD, la
nneture de D.
.On supposera que pour toute fonction f(x, y), Lf = 0(1) mais que
Lfi< 0(1).

6) Avec deux échelles 8! = 0(1),8, = 0(1) on construit un système
variables locales le long de L par les formules

x' = y' = 8,,.,.
7) Si Dr est un sous-domaine fermé de ,.,) et ,,:, une série asymptoti

IV.I.1 Définitions relatives à une fonction
Nous considérons une fonction ,,(x, y, <) définie dans Do x [0, <0], Do
un domaine fermé du plan x, y.

p-1 .
\l',(x, y) = lim {8 -1 [,,(x, y, <) - 1; 8,(<) \l', (x, y)]}.

...0 0

1) ,,(x, y, <) = 0(8) dans le sous-domaine fermé Dl de Do s'il
deux constantes k, <1 positives telles que

1" 1< k8 si (x, y) E DI' 0 < < -<: < l'

2) ,,(x, y, <) = 0(8) dans D, si

lim 8-1" = 0 en tout point de DI',,0

3) "u = L8' 8.«)\l',(x, y, <) est une série asymptotique (de rang m +
dans DI si:

8"1 = 0(8,) pour tout n « m - 1
\l', = 0(1) pour (x, y) E D" n « m.

4) "U est une approximation asymptotique de" (de rangm + l)dansDI

" - " .. = Rm = 0(8m )·
5) Une approximation asymptotique ".. de " dans DI est dire régulM

les \l', ne dépendent pas de <. Alors les \l',peuvent être définis par des pass
à la limite successifs (p = 0, ... m)

On dit aussi alors que ".. est un développement asymptotique régulier
(à m + 1 termes).
Si DI est identique à Do, on dit que l'approximation asymptotique

, uniformément valable ou plus simplement uniforme.
Dans les problèmes de type couche et plus spécialement de type cou

limite, il existe des développements asymptotiques dont le domaine
validité consiste en un voisinage d'un arc L de largeur d'autant plus étr
que <est petit. Pour simplifier nous supposerons qu'il existe une appli .
bijective continue (x, y) ..-. (x', y') telle que sur l'image de L on ait x' =
Cette transformation permet d'introduire les définitions suivantes:

, '

. ,



= l, q*;> m,

avec:

,
L?u = 't' 80 00 (x, y) + Z" 8

0
" - 0(8') ,- o,q_m•

'jinition Si on considère l'ensemble des approximations aune Jonction
x, y, ,) définie dans le damaine Do, nous dirons que dans cet ensemble. une
'Proximation est significative si elle n'est contenue dnns aucune autre.

éfinition Soient deux systèmes de voriables locales t" et t" Si
f:!,,? et existent [(t" E Dt, (t" E Dr] et si Eli:,,? = Eli'"
,!,,;, (t" E Dr, alors on dit que l'approximation Eli)" l'lest contenuedans
:,,;.
Celle définition se justifie aisément: l'opérateur d'approximation El"
onne le même résultat si on l'applique à; ou à Ef,!,,;. Son application
ut donc fournir aucune autre indication sur le comportement de 1J que
Des qui sont déjà incluses dans la connaissance de ECP'f2.'I2 Y

.1.3 Approximations significatives-Domaines de validité

6Us introduisons d'abord la notation suivante: on notera El:';'. l'opérateur
ui associe à une fonction ?(x, y) son développement asymptotique ;:. =
.. 8:(<)ç'J.(t, introduit plus haut, autrement dit nous ecrirons 9:' =
.);_ On nolera de m!me ; .. = E}"J;.
Ceci fait, nous pourrons, dans certains cas, comparer deux approxima-
.os asymptotiques en faisant appel à la définition suivante:
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On peut étendre la notion de domaine de validité d'une approximation,
onnée au chapitre précédent en considérant dans "espace à trois dimen·
'ons x, y, , le domaine !}. = D. X [a, "]. Précisions, par exemple, cette
otion dans le cas d'une approximation locale (A) valable au voisinage d'un
arc de courbe L appartenant au domaine fermé Do. Un processus d'approxi·
. ation locale est défini par une surface de l'espace x, y, , coupant le plan
= asuivant L.
On dit qu'un sous 't'A de !}o appartient au domaine de validité
cl'approximation locale (A) si toutes los surfaces que l'on peut tracer dans
, et coupant • a suivant 1.. définissent soit l'approximation (A) elle·
fme, soit une approximation contenue dans (A).
Si deux approximations d'une même fonction ont des domaines de validité

qui ont une partie commune qui soit eUe·même un domaine g) (ayant au
moins un point frontière dans D. pour, tendant vers zéro), on dit que ces
x approximations se raccordent.
Nous ferons une première hypothèse de travail.

rHypothèse de travaU l Nous admettrons qu'U n'existe pour les jonctions
/(x, y, • ) étudiés qu'un nombre fini d'approximations significatives et que l'on
peut trouver pour chacune d'ellés un domaine de volidité, tel que la réunion de
tous ces domaines de validité recouvre tout le domaine

PAUL GERMAIN

pour tout (x, y) E D,
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Exemples
a) Si L = 'L, + L, où par exemple

a' a'
L, = ax' + ay" L, =

0: apour n = 0, l, ... m; z: = 0(8:).

Remarques sur la terminologie Les approximations asymptotiques fo
les ;u et.9:' sont aussi appelées développements asymptotiques formels
qualificallf régulier est parfois remplacé par "extérieur" ou "distal'"
quahficatif local par Hintérieur" ou "proxima/". .

00 = apour n = 0, l, ... m, Z, = 0(8,).
2) La série li' ,- (f ) t ... d •. Y.. "-,,_0 '7 es une appfoxJnwllOn localeforme/il

? ans D, SI, pour tout (t, de Dr, on peut écrire:
. ..
li'L;:' = 1: 8:0: (T, n) + z!.' 8" (8'')

:. "' Il'1'1 = 0 ...o.,

avec;

a
- ay'

;u = E5" -"0 (x, y) est Une approximation régulière si
00 = L,'Po a 00 L,? + L,,,o., = 0, n = J, 2, ... m.

. b) ?n peut avoir à considérerdes approximations locales formeUes m
SI , n mternent pas dans l'équation. Prenons ici l'opérateur

L, + L,

où L, et L, sont définis par (1) et les variables locales
x = € 112 t. y = lJ

;:. = El!' '°ç'Jo({, est une approximation locale formeUe si
, a't/Jo at/JoO. =----=0at' ay
0: = a'ç'Jo _ ?:b. _ a'p_., _ a

at' ay ay' - , n = l, 2, ... m.
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IV.I.4 Règles de raccord de deux approximations
L' . t d" OÙ les ft. sont des opérateurs indépendants de <, on dit que !to est une
eXIS :nce. un arc r compns dans le domaine de validité commun àdelll digénérescence locale de L (pour les variables locales t, '1).

d
approXlmatlOns locales défimes (t" 'l,) et (th 'l') permet d'introduirt Ceci signifie que sif(t, '1) est une fonction suffisamment différentiable
es coordonnées locales mtermédùures (t" '1,) telles que pour un systèllk _
d'entiers m, q, s on ait liml.,Il!tf = !tof

Cette hypothèse revient à dire qu l'on peut former avec l'ensemble de
approximations significatives une approximation de 1> uniformémCq-Si on peut trouver une échelle j; telle que

m

8 !t=l>t«)!t., 80 = l, 8.+ 1 = 0(8.),
o

Nous pouvons maintenant (comme en IILI.4) comparer les dégénéres-
cences.

Hypothèse de travail 2 Si une est contenue dans une dé-
glnérescence significative !tV,1 alors il existe des ceuples m. q tels que Eb:;,1>
($/ contenu dans Eltl" 1>, 1> étant une solution de réquation LI1» = o.
On peut enfin définir le damaine formel de validité .1, d'une dégénéres-

cence significative Cest un domaine engendré par des arcs rdéfinissant
des processus limites conduisant, à partir de L, soit à la dégénérescence
!lW, soit à une dégénérescence contenue dans
Laméthode des développements raccordésse trouve justifiée si l'hypothèse

de travail suivante est vérifiée:

Hypothèse de travail 3 Si 1> est une solution de l'équation L1> = O. si est
une dégénérescence significative (t, . 'l, ) de L dont le domaine de validité est .1,.
alors il existe au moins une approximation locale 1> donl le domaine de
",/idité comprend le domaine de validité Il,.
Les définitions posées et les hypothèses de travail énoncées donnent un

Et" 1> = Ei:!" 1>

E/:I"Elr!" 1> = E/:!,,1>.

'fin " . (p (1) d' , , -'LI' bl (Gil)En écrivant l'identité du résultat des opérations définies sur 1> par les deUl Di ItlOn. .z 0 est une egenerescence ue pour es vana es tl . 'II .. .z "
Premiers membres on obtient s + 1 égall'tés trad' t 1 > 1 J me (/,igénérescence de L pour les vanables t,. 'l, . De plus le changement de, ulsan esregesueracevrl . (G(II .51'(12) 'Ji .
Telles SOllt les règles de raccord tirées de l'existence d'approximaI' IOfUlbles !t,. 'l,) .... !t,.'1,)transforme.z • en . Salt !t'.'1,)unefonctlOn
intermédiaires. r"", wfjisamment différentiable de t,. 'Il' On dit que est contenu dans
La règle (m, q) de Van Dyke est un peu différente et, sison application est pour tout f, il existe une échelle 8 telle que '

assez simple, sa justification repose sur certaines hypothèses sur la struetur. lim r !t (lI r
d .. "1 • 1 "1es apprOXimatIOns qu 1 est difficile de vérifier a priori. ... .. .
Voici un exemple: DtjiJlJtlon On dit que !to est une dégénérescence srgnificatlve de L!dans une
Supposons qu'il existe une approximation régulière et une approximatiou dosse de variables locales) si !to n'est contenue dans aucunedégénérescence!de

locale permettant d'obtenir une approximation uniforme de 1> du type lac/asse censldérée).

1>(x, y, <) = + Ely; 1> - + 0(8.) (2) Si!t 0 .une. d:générescence significative, l'équation !t0 = 0 est dite
IquatlOn limite srgnificatlve.

Il,, Ilm étant des échelles équivalentes. Si on considère l'expression Nous ferons une nouvelle hypothèse de travail.
_

}l,y ."r ." JC,y'f'

et qu'on lui applique l'opérateur Et) on obtient identiquement zéro, ainJj
qu'on le voit en appliquant cet opérateur aux deux membres de (2). nel
est de meme si on lui applique l'opérateur
Telle est essentiellement la règle de Van Dyke justifiée dans le cas <m

l'approximation de 1> satisfait à une hypothèse de structure telle que (2). Ona
pu aussi étudier d'autres hypothèses sous lesquelles l'application de celle
règle se trouve justifiée.

IV.I.5 Dégénérescences significatives âun opérateur
En pratique, la fonction 1> n'est pas connue explicitement; on sait seulement
qu'elle solution d'une équation aux dérivées partielles L(1)) = O.
Pour simplIfier nous supposerons que L est un opérateur linéaire-affine.
Sion opère le changement de variables (x, y) .... (t, '1) conduisant à un

système de vanables locales, l'opérateur L devient un
!t faisant intervenir les dérivées partielles a/ô[ et ô/ôn.

i'·,



Figure 1 Ëcoulement dans un tube

1V.2 Écoulement Magnétohydrodynamique Stationnaire dans un Tube
à Parois Isolantes

97

pdU + gradp = J AB + /laU,
dt

00 voit que les deux dernières montrent que

, ' ') B1(x" x,)
p(x" x" x, + 21'0

est une fonction de x, seul dont la dérivée par rapport à X, est constante
d'après la première et que l'on peut P?ser égale.à -Px" P éta:'t la chute
linéique de pression généralisée. La prelDJère équatIOn de NaVIer s écntdonc

1 (aB, aB,) P 0/latl + - B,-, - B,-, + =.1'0 ax, ax,
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que B, = 0, B, = Boet
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ar cet axe) est indépendante de x,; nous ['écrions u(x:, x,). Supposons le
P électrique E normal à l'axe des x, nen est de meme de ladensltédechamp .
courant J d'après la loi d'Ohm.

J = u(E + U AB)
(f désigne la conductivité électrique. De plus E, et E, sont indépendants
i, d'après l'équation de Maxwell

rot E "" O.
Enfin, on notera que ['on peut supposer simultané,ment B, etB, sont
constants, B, indépendant de x,. CeCI en effet entrame que 1équatIOn
div B = 0

est satisfaite et que, d'après l'équation

J = l..rot B
1'0

perméabilité magnétique, J, est bien nul. On a ainsi

1 aB 1 aB, (E 'B )J =--'=u(E,-UB,),J,=---. =u ,+u ,.
, 1'0 ax, 1'0 ax,

En écrivant que rot E, est nul, il vient:

aE, aE, 1 au auO=---=--aB,-B,-. +B'-a"ax, ax, l'oU ax, x,
Si maintenant on écrit les équations de Navier-Stokes, compte tenu des

forces électromagnétiques,i,

i.

PAUL GERMAIN

guide pour l'étude des représentations locales d'une solution d'une équation
L,p = O.

1) On cherchera les équations limites significatives ou dégénérescenct\
significatives
2) L'hypothèse 3 permet d'escompter que l'on pourra former une apprOI.

imation uniformément valable de la solution dans 9 0 en écrivant POlii
chaque approximation locale, d'une part, tes conditions aux
conservées (dans le processus limite '7) et les conditions de raccord. n
suffira en effet de s'assurer que les domaines de validité formels
équations significatives limites recouvrent 9, pour que l'hypothèse 1 SOtl
vérifiée et l'hypothèse 2 garantit alors la validité du raccord par "limite
intermédiaire".

Nous verrons sur un exemple traité plus loin (naissance de la coucbe
limite) comment ces principes peuvent être mis en oeuvre.

IV.2.1 Réduction du problème à une équation aux dérivées partielles linéaire

Désignons par Xi les coordonnées cartésiennes, x,la direction desgénérat.
rices (Fig. 1).

On suppose que les trajectoires sont parallèles à l'axe de x,. En vertu de
l'équation de continuité la seule composante non nulle de la vitesse (portée

l, ,

.j .,' :;1 !
i:l . 1,..
': ' 1li i.
l' "1,. .
, i 1l "

:. 11.'i.. \l, .
!
i .
1 •, ,1;
I

Ii .. .
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(5)

(4)

(2)

(3)

(\)

est une équation du

L, = !l1>, LI = --
ay

y = y_(x), y = y.(x), 'y_ta) y+(a),

y_(b) = y+(b), y_(x) ,< y+(x).

Lp = <L, + LI = 0,

. prend des valeurs connues suria frontière aD du domaineD représentant
secùon drOIte du tube.
L'étude qui suit permet, en principe, de réprondre à la question suivante:
uelle est l'approximation asymptotique du débit pour une induction trans-
rsale donnée et une chute linéique de pression généralisée donnée aux grands
mbres de Hartmann?

-=0
ay

dont la solution générale est une fonction arbitraire de x. n est impossible
desaùsfaire avec une telle fonctinn les conditions aux frontières (4) dès que
l'on suppose que a_(x) et a.(x) ne sont pas identiques.
L'équation (5) est une équation limite significative.
Au voisinage d'un arc de courbe C, de pente bornée, définie par y =
on peut introduire les variables locales

x = 81 5. b(x) - y = 8,'1'

L'équation de la couche limite est simplement la deuxième équation
limite significative, la première étant donnée par (5), que l'on peut con-

à partir de (3): elle est obtenue par exemple en prenant 81 = l,

On cherche dans D la solution de l'équation

8'1>
< > 0, < (- +-) - - = 0,ax' ay' ay

connaissant les valeurs qu'elle prend sur la frontière

;(x,y_(x» = a_(x), = a.(x).
Lorsque < = 0, l'équation obtenue en (3)

premier ordre

( ) aBJ -( - -) b( ) Ba )u x" x, =--pu x" x, , x" x, = PoPL B,(x" X, ,

j,(x, x) = Ba J, = _ aab ,j,(x" x,) = Bpo J, = !.!!....
P x, ax,

Si on désigne enfin par

introduire les grandeurs indépendantes et dépendantes sans dimensio
D
: solution de l'équation

.2.2 Couche limite classique
le carré de l'inverse du nombre de Hartmann caractérisant "ordre de nsidérons jusqu'à nouvel ordre un domaine D connexe et strictement
grandeur du rapport des forces visqueuses et des forces électromagnétiques, nvexe du plan x, y dont la frontière est composée de deux arcs r _et
on obtient: r, d'équations

'1!lu + ab + 1 = 0, a -<: x -<: b,
ax,

Posant:

'1 = <', b + <u + x, = v, b - <u + x, = w,

le système peut encore s'écrire sous forme de deux équations découplées

av aw<!lv+-=O, <!lw --=0.
ax, ax,

Réglons maintenant le sort des conditions aux limites. Tout d'abord dans
tous les cas, la paroi du tube étant fixe:

u = O.

Si la paroi est isolante on doit avoir

-J, dx, + J, dx, = l.dB, = 0,
Po

si bien que B, est une constante le long de la paroi.
Si la paroi est conductrice, le champ électrique qui est nul dans la paroi

doit avoir une composante tangentielle nulle dans le fluide le long de la
paroi (continuité de la composante tangentielle); par suite B, a une dérivée
normale nulle le long de cette paroi.
Nous nous limiterons au cas de parois isolantes. n faut donc rechercher

au
!lb + - = O.

ax,

!.,:
:r.•
1

• 1:-,

". j
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(II)

n ). 1.

m
,,,(x, y, E) = 1: y),

,.0

- -_ = l1p._" Il.(x,y_(x)) = 0,
8y

m
tp(x,y_(x» = 0, tp(x,y,(x» = a+(x) - a_(x) + 1: <pap(x). (13)

1

m
q>(x, y, <) = ,(x, y, <) -1: < y). (12)

o

Cette fonction tp satisfait à l'équation et aux conditions aux limites:

8tp
fdtp--=

8y

Î. et les ap(x) = Y+ (x)) étant connus puisque l'approximation
asymptotique extérieure de Il est supposée déterminée. Par construction
l'approximation asymptotique extérieure de tp à O(<m) près est identique-
ment nulle.
Cherchons un développement asymptotique formel local de tpau voisinage

de r +> soit

ontrer que '1) (qui ici contient le terme dominant 10(x) de l'approxi-
auan asymptotique extérieure) constitue une approximation uniformé-
ent valable dans le domaine fermé D:

,(x, y, E) - '1) 1 = 0(1) dans D.
On peut envisager maintenant de former les développements asympto-
tiques extérieurs et intérieurs. Procédant de façon formelle mais naturelle
10US avons pour le premier

(10

BA

y

(
dY ) ,E'1=Y+(X)-Y, A(x)=I+ d;

,(x, y, E) = '1) + ... = (a+ (x) - a_ (x» exp /__'1_)
A(x)

+ a_(x) + ...

A(x) = 1 +

La solution de cette équation est de la forme

8, = E. Elle s'écrit

a',
A(x)- + - = 0,

8'1' 8'1

avec

= A (x) exp {-(A(x) -1'1} + B(x),

où A(x) et B(x) sont des constantes d'intégration. Comme A(x) esl
négalif, on voil qu'une couche limile ne peul se développer que dans levoisi
'1 > 0 de la courbe C.A' . bl' l' C ,. La détermination de ce développement se fait donc sans aucune dif-InSI pour notre pro eme, arc est porte par r + (Figure 2). Admettart
les hypothèses de travail usuelles sur les domaines de validité et les règl Deulté.. . . .
de raccord l' lU' t' t' . . 1" d' Cherchons maIntenant le développement, Inténeur ou local. A cet effet II, appro ma IOn ex eneure ou regu lere est onnee par . l "fi (3) (4) IIest commode de remp acer la recherche de , ven ant et par ce e

,(x, y, E) = 1o(x) + ... = a _(x) + .. " (9 lquivaJente de

et l'approximation intérieure ou locale par

t :+ ,r

i[il
; :\
l': \

!, 1
'" ,...,

a
m

=1:
o

(14)

On notera que cette dernière représentation perd sa signification a'
voisinage de A et de B, où A(x) devient infini. Néanmoins on a réussil

Figure 2 Couche limite ordinaire 0 1étant la variable introduite en (10); tout d'abord

= (a+(x) - a_(x» exp [-
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Quant à 'P" il vérifie une équation de la forme
0" o'+ - G(;;" ... 'l" , x ft) = 08FJ2 871 'TV' p-" ., •

;(0, y) = g,(y).

(1 ;(1, y) = g,(y),

o <:: y <:: l, Ko(O) 0, Ko(l) = f(O),

o .:. y .:. 1, K,(O) = 0, g,(/) f(f)·

(19)

(18)

(17)

(16)

long du

(16) les conditions aux limites

y lfJ 1: f la ) 8A1

+•'01,) <P ", l,)

C
X

0 <P'O
FIFe 3 - Couche limite ordinaire 0 IIf).. eouche limite paroboltqul o ,.t/2)

= 1; <'U,a, y),
,_0

, = ..;;, et pour l'approximation localei conduit au choix simple 0

eUe à

U vérifiant les équations
M

a'uo _ oUo = O.
ot' ay
a'u au a'U,.,,at' - ay oy
Nous imposerons au développement
.. ées par ; sur 0 A et sur Oc.

Uo(O, y) = go(Y), U,(O, y) = 0
U,(t,O) = O.

. x = . .
. 1 l''t équation significative. fit définir pour avou à a lml e une f .

on veu il ét' dit plus haut, que pour toute onctIOn
ffit pour cela, comme a e
,y),

L,U) = 0(1) ". 0(1).
<L,U)

Nous allons chercher d'abord une .approximation locale le
. ent 0 A. On introduit donc une vanable locale t par

a + Cl' x < b - a, cr > 0,

les fonctions A,(x) et D,(x) étant déterminées:
part par la condition aux limites (13) imposée à '1' sur r+.

A,(x) + D,(x) = a,(x),
d'autre part, par la condition de raccord selon laqueUe 'P, doit étre nu
pour q infini.
Les développements ainsi formés sont des développements formel!.

est exclu qu'ils puissent définir une "E,proximation asymptotique unifonn
ment valable dans tout le domaine D (à cause de la présence des point.<
et B). Mais on a pu prouver rigoureusement que dans tout domaine D
intersection de D par la bande

on avait

dont la solution générale s'écrit:

'P, = A,(x) exp ! 1+ D,(x) +

_1_ i'(exp !- q - q' 1- 1) G'dq'
..1.(x) 0 -tex)

ifJ" + 'Pu constitue donc un développement composite uniformément vala
dans D. à O«M) près.
On voit qu'on ne pourra progresser dans la recherche d'une approxim'

tion asymptotique au-delà de m = 0que lorsqu'on aura élucidé le comport
ment au voisinage des points A et B. Cest l'objet de l'étude de "la nais
de la couche limite" dont il sera question plus loin. Mais auparavant no'
allons sur un exemple simple examiner le cas où la frontière contient
moins un segment parallèle à l'axe des y.

IV,2.3 Notions sur les couches limires paraboliques
L'équation est toujours l'équation (3) mais le domaine D sera le rectangl
o ABC, 0 < x < 1,0 <y < 1(Fig. 3). Sans restreindre en fait la généraliti!
nous supposerons que les données aux limites sont les suivantes:

0) = 0, 0 <:: x <:: 1,

f>(x, f) f(x), 0 <:: x <:: l,
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f3x - ay = constante;
Vo (, ,}) = 0(.N)v' c'est le long d'arcs frontières subcaractéristiques que l'on aura des couches

, IiJllÎtes paraboliques,
La.Solu,tlOn de .couche limite ainsi trouvée est dite parabolique en rais Dans la théorie classique de la couche limite en mécanique des fluides,

du faIt qu elle. vénfie aux dérivées partiellesdu lypeparaboli;: on a affaire à une couche limite parabolique parce que l'obstacle est ligne
(et non une equatlOn dlfferenttelle, comme pour une couche limite Otti: de courant et que les lignes de courants constituent une famille de ca-
nalre). ractéristiques pour le système des équations d'Euler.
Notons maintenant que cette construction formelle échoue quand0(. . .

aborde la détermInatIOn de V, en raison de la singularité qui ap '. /Y.2.4 Natssance de la cow:he ftmtle.
second membre de (18) dès que go(Y) n'a pas une dérivée a Pour étudier le comportement local de la solution en un point tel que B
y = O. nous en ttendrons donc dans la suite au cas m = O. (figure 2) où la tangente est une subcaractéristique, on pourra envisager le

11 est facIle de calculer de même le terme dominant du développement cas où D est le cercle.
formel local au voisinage de Be. fi est de la forme V. (1 - x)/V;- ) F .
ment, considérant la fontion o,y. ma/e· x' + y' .,;, 1 ou r .,;, 1, x = r cos 6, y = r SIn 6.

(lii

1
;
1

., i

, .. '

,
j,.'

",
l',",

·n!:r

:1
,
(i
1•
1,
'1

!
,1

On fonne Voqui, solutio.n de l'équation de la chaleur, est Co
piètement determInee par les cond.ttons aux frontières. On peut écr'

m

Vo = exp (- t
2
') go (y - i:.) dt.'Y;; Il>/2i 2t'

N:On constate de plus que, pour tout x fixé et non nul et quel que

=? - Vo(;"Y) -
on observe que le terme dominant de l'approximation régulière est nul d
que le terme domInant de l'approximation locale le long de AB s'étudie
comme plus haut, et est de la forme

_( I-y)9'0 x, -.- .

La représentation asymptotique formelle ainsi déterminée s'avère élIt
correcte et umformément valable. On a prouvé rigoureusement en effet que

jp - Vo(J.,y) - VOC;;,y) - y) 1 = 0(.).

Remarque "importe de bien noter que la différence d'échelle qui apparaîl
dans le cas où un arc de la frontière est parallèle à l'axe des y tient à ce que,

cas, cet arc est un arc de subcaractérislique, c'est-à-dire une ca-
ractensttque de l'équation formellement obtenue en posant. = 0 dans

l'équation originale. Le long d'un arc de subcaractéristique "l'épaisseur" de
la couche limite est oeY;;) alors qu'en général elle est 0(.). Si on considère
l'équation de type elliptique à coefficients constants:

.L,; + L,? =. + 2bfl.. + + aa; + {3a; =h,, ax ax ay ay , ax 8y
b' - ac < 0,

. !eS subcaractéristiques sont les droites

Nous allons donc étudierle voisinage du point r = l, 6 = 0, conformément
aux indications générales données plus haut, et analyser avec soin les
dégénérescences de notre équation afin de mettre en évidence les équations
limites significatives. A cet effet nous introduirons les variables locales {., '1,'

(1 - r) = "{.' 6 = "'1,. (21)

L'opérateur L = • <1 - 818y que nous étudions s'écrit alors:
E
I
-
2
p a2

8'{. (1 - "{,)' 8'1;

+ {" .• (sin(."'I'» _ .,_.}.!..._ c' cos (e"!.) a.
.- 1 - (1 - <'{.)' 8'1_

fi est facile de mettre en évidence les dégénérescences significatives que
l'on peut obtenir. De façon pratique on cherche à garder le maximum de
(cnnes soit trois dans le passage à la limite • ..; O. On trouve deux tels cas
, = l, l' = 1 et v = 2/3, l' = 113. Puis on détermine les droites (Fig. 4) du
plan v, f' pour lesquelles il reste deux termes. Ce sont les segments AC, BC,
CD. Pour les autres points du plan, il ne reste qu'un seul terme. On obtient
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s les dégc!nércsccoces .9'c et On peut montrer de même que les
énérescences de 2'.c sont contenues dans les dégénérescences de 2'c
de 2'•. Ce dernier point pouvant paraltre moins évident, nous allons le
o er.
On a, en effet, avec 0 < 1" < 1/3,
t. 10: f-I'!I-JI' '10 = EI''1l't

par suite

, (Ô'F sin ( •• ôF ).IF(t,_., = .' a;r- + ." ô'

Sur AC; 2 fP Ô Ôw= v, .L.c = n _
·,ô

Sur BC,

Sur CD,

.PAtn.. OERMAIN

ainsi (en écrivanl au lieu de au li d
n'est pOssible) les équations ou 1:dée confusi
L: g n rescences de l'opérate

106

f' = 1 - ", 2'.c = + nôt' ., ô(

1 - f' = 2(1 - v), 2'CD = :;, _
et aux points A, B, C, D

(26)

(24)

(25)

.p(r - 1) = 1: 0:,8'
o

,,('/.= 1:
o

C à l'approximation locale formelle de la couche limite intermédiaire

A conduit à l'approximation régulière ou extérieure déjà étudiée.
B à l'approximation locale de la couche limite ordinaire qui, elle aussi, a

déjà été considérée. -
D à l'approximation locale (formelle) de la couche limite interne

qui prouve bien que 2'.c est une dégénérescence de 2'•.
(23) '. De meme 2'AC est une dégénérescence de 2'. et de 2'c'

En définitive, les 4 dégénérescences (23) sont les 4 dégénérescences
signijiœriW!s de j'opérateur initial L
Selon nos de travail, le raœord entre deux approximations

significativos devra s'effedUl!r grtice aux dégénérescences intermédiaires le
. du segment joignant ces deux points.
Envisageons ces quatre dégénérescences significatives auxquelles cor-

respondent 4 approximtItions signijiœtiW!s formelles nos
de travail.
Nous supposerons que les données au voisinage du point A peuvent etre
développées en série de Taylor de la forme

o-----------

1" = l,

v = 0, f' = 0,

v = l,

1 ô' . ôv = , 1" = 0, 2'. = - + sm ôf
li apparaIt clairement que les dégénérescences d fPe ..LCD sont contenues

On a vu que l'approximation régulière peut se déterminer complètement
à partir de. données aux limites (4). Pour chacune des couches limites, on
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Conclusion

est clair qu'il faudrait maintenant, après avoir examiné un cas linéaire à
,a section IV.2, appliquer ces méthodes à l'étude de la couche limite en
. écanique des fluides, cas où la couche limite est régie par un système
d'équations aux dérivées partielles non linéaires ou tout au moins une
équation non linéaire de type parabolique. Dans le cas compressible, notam-
ment aux grands nombres de Mach peuvent apparal1re le long des parois
des couches limites multiples. n faudrait aussi évoquer la question des
couches de choc.
Le cas des écoulements à faible nombre de Reynolds est lui aussi très

important; son étude réclame un usage très raffiné des méthodes de rac-
cordement qu'il n'était pas possible d'évoquer au niveau de cette introduc-
tion aux méthodes de perturbations singulières.

'. Par contre, un raccord s'avèrera en général nécessaire grâce à un
éveJoppementlocai d'un type nouveau, valable le long de A'E et B'Fcar
approximations régulières dans D, et D. détenninées respectivement
des données de 9 sur AH et sur A'JD' n'ont pas de raison a priori de

accorder. Les couches le long de A'E et de B'F qui, notons-le sont des
ractérisliques. sont appelées "couches limites libres", Leur existence

'ent encore compliquer l'étude locale des points A' et D'.
Nous ne pouvons pousser plus avant l'examen de ces questions très
délicates qui n'ont d'ailleurs pas toutes reçu de réponses définitives.

aA
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écrira la condition aux frontières, par exemple on aUra

7}1) = a ...T/r, f/1:(O. 7]VJ) ::::: alt']!}j.

n restera, pour chacune Une aut d' .
la couche limite intennédi:U 1 re COn à écrire par raccord. Po
dire avec "approvimation s elTectue le long de GA, c'est.
IOtermédiaire étant ainsi dét g . ée' 1apprOJumatlOn de la couche limi
limites écrivant leurs celles des autres coue
ment). e e e long de CD et de CD respecti
Les calculs ainsi évoqués t é é ff

de la validité de l'approximaton t e ectuées et la preuve mathématiqu
IOn ainSI construIte a été donnée.

1v'2.5 Couche limite libre.
Le simple problème de J'écoulement '. . .
conduite annulaire en mag ét d trajectoIres rectilIgnes dans
qu'il y a encore d'autres apn 0 clasSIque des fluides monu
faire intervenir, (fig. 5). proxlmallons locales qu'il faudra en gén

S

On note, en effet que l' .
tions de D, et D. les domaines fennés intersec·
arbitrairement petit av l' '. + a -<: X -<: x(D? - a, a >0
locale de couche lim'ite régulière et l'approximation
ment, Dans les domaines (X(A/e e ong (es, arcs A' GD' et EFrespective.
x ,< x(D) _ a) n lJ à des -.: X x A ) - a) n 75, et (x(D') + Gl' .(

les approximations même type devront s'ajouter
en A et D. Aucune difficulté s an,t a DlUSsance de couches limites

p CI e n est à attendre le long de HA' et

-• A,S
• A', s'

=

o.
H

Couches limite. ordinaires
NOÎssooce d'une couche limite
Naissance d'une couche limite

couche limit. libre
Couches limites libre.

Remarques Complémentaires pour la Deuxième Partie

Le tenne de perturbation singulière semble avoir été utilisé de façon systé-
matique au cours des recherches menées au Caltech au début des années
cinquante dans l'entourage de Lagerstrom. Les idées originales de base ont
été exploitées par un jeune et brillant chercheur, le regretté Saul Kaplun.
Un ouvrage publié en 1967, plusieurs années après sa mort, rassemble un
certain nombre de documents publiés ou inédits d'un grand intérêt pour
celui qui veut comprendre celle théorie. Les méthodes de perturbations
singulières sont exposées avec de nombreux exemples dans les ouvrages
aujourd'hui classiques de Van Dyke (1964) et de Cole (1968), tous les deux
anciens élèves de Lagerstrom; quiconque doit utiliser de façon pratique
ees méthodes trouvera dans ces deux ouvrages de précieux enseignements,
En préparant le présent exposé, nous avons tiré avantage de quelques

publications récentes: l'article de Lagerstrom et Casten (1972), le livre de
Eckbaus (1973) qui expose un cours donné par cet auteur à l'école d'été
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en France au 1972 ..Dyke à celte mème et les notes médItes du cours de V
Dans ces dernières notes Van Dyk . .célèbres avaient des e plusieurs savan

Laplace en 1805 dans le problè d asymptotiqu
d'une paroi, en 1860 :e u de au voisin '
entre deux disques circul"r p ur mouvement d un lIuide visque

al
es en rotatIon lente Ki h ff

c cul de la électrique de d .' rc 0 en 1877 pour,
une petite distance etc. eux dISqUes chargés et
Mais c'est en 1904 avec Prandtld' .concept de la couche lirm't ans son donnant naissance. e que celte notion app . 'déc' .

mettait, en effet, de: rendre com te a armt lSlve; elle pc
du si de Pla ' plus,de cent de recherch
écoulement uniforme n a fall ès d d un obstacle dans '
nature de ce hu}r è e 40 ans pour que l'on comprenne. .. p .nom ne smgulier en d' 't d)' l' .IOtenslve fwte depuis 1904 d .pl e exp oltatl
dans la section IlIA est dû à de couche limite. L'exemple do
des 40, il figure dans 1 '. dans un cours d'6t6 au couil
Mais en 1949 Lighthill de cet auteur de 1953. '

" . ' pu wt une diff' 'valable" une a p .. .rente pour ren .
les présentes notes de disto p rdoXlmation. C'est la dite, ', mon es coordon w ( .De nombreuses applications f n strwned coordinates
travaux de Whitham cités dansenla (voir en particulier 1OISI me partie) U '
en a par Tsien (1956). En f 't " n d ensemble'
peu plus tard (1961), celte méthode co:me 1a.'e,:"nnu son auteuruli
blèmes de type hyperbolique. Ce n'est pp que prmClpalement aux pro-
des multiples a f . que plus récemment que la m6thode

des problèmes de et son dam
est due à Kevorkian (lui aussi élève de L' Son mtroductJon
par exemple, p agerstrom). On pourra consulter,
s'apparente à celle dite des "mar cet en 1966. Cette
(1961) et les relations entre ces Mitropolsky
de Morrison (1966). n nous semble u' o. es ont fwt 1objet d'un articl,

et celle des échelles de distorsion des
gagnent souvent à ètre employw simuli dOIvent.ctre elles
nous avons tenté de prendre d an ment. C est le pomt de vue qu,
travaux de Crocco et qui se tr?uve fondé sur les
troisième partie. e OIS Clt dans la bIbliographie de la

On trouvera dans le livre de Col dtraités en 1II.3. Pour un ex osé es exemples de ceuX
diverses particularités ui Peu p préCIS surle concept de raccord, et les
de Lagerstrom et Casien Poù on se reportera à l'article
modèles différentiels particuliè très pr?fondément plusleunrement bien choISIS. La méthode des
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veloppements composites est due à Latta (1951). Flle est d'un emploi
z rare. Signalons toutefois que c'est une de ce genre qui a
mise en oeuvre par Germain et Guiraud (1966) pour donner une solu-
n complète, à tout ordre d'approximation, du problème local de l'onde
choc (relations de choc et structures).
Pour le section IV, nous nous sommes largement inspiré des travaux
Eckhaus, en particulier pour la section IV.2 de son exposé de synthèse de
, 2, où l'on trouvera des r6férences sur les justifications mathématiques
'oureuses. Pour une étude plus appronfondie des fondements des ces
hodes de raccord on pourra consulter, outre les travaux de Kaplun
là cités, l'article d'Eckhaus de 1969. Les conditions d'applicabilité de la
. e (m, n) de Van pYke ont 6té très élucidées dans les
booires de Fraenkel (1969).
'Le problème physique de l'écoulement d'un fluide conducteur dans un
be a initialement posé par Shercliff et 6tudié dans divers articles
liés au Journal of F1uid Mechanics.

"En ce qui concerne les problèmes qui n'ont pû être abordés relatifs à la
. uche limite classique et aUX à faible nombre de Reynolds on
: reportera à la bibliographie donnée dans le cours de mon collègue
, offatt. Ces questions sont d'ailleurs traitées ou dans la plupart
es livres des fluides [voir, par exemple, Rosenhead

1963»)." On trouvera dans les livres de Cole et de Van Dyke, une analyse de ces
problèmes conduite à partir des méthodes de perturbations singulières. Les
Itchniques de raccord dans le cas des à faible nombre de

sont particulièrement d8icates. C'est en vue de bien les com-
"rendre que Lagerstrom et Casten, dans l'article cité, ont étudé avec soin
ceratins modèles appropriés.
Nous signalerons, en outre, le grand article de synthèse de Lagerstrom

(1964) et le mémoire cl!Jèbre de Kaplun (1954) sur les opti-

males.Un exemple de couches multiples en mécanique des lIuids est donné dans
le livre de Van Dyke (p. 182-192). fi s'agit de l'écoulement hypersonique
autour d'un dièdre 6moussé de faible ouverture.
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_ . d 1 Méthode des I!cbel1es Multiples à l'Étude de la
Application • a . é '

t, d'Ondes Planes Faibletnent Non Lm anesPropaga Ion
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. . 1 1 la ression resterait constante.
tilignes d'un fluide fictif dans eq: nte les termes non linéaîres
ectivement, le tenne u(aulax) repr 1e v{a'ulax') décrit bien une

. bl d'E 1er et e tenneconvection en vaoa .es . U 1 è nune une vitesse. Cette pra-. . . use sion !n!erpr te u co .
, lpatlon Vlsque, l"" t" (I)vérifieleprincipedel'invanance
·tté montre également que ...,ua Ion
iléenne. Si on pose, w étant constant,
• + u x· = x + wt, t* = t.u = w •

1 tion de (1).
rs u· (x', 1') est encore so u odèl les écoulements stationnaires sont
On notera ausSi que pour ce. mil étediée en 111.4.6, dans la deuxième
"s par l'équation différentie e u
ie de ce cours. l' ' ation de Burgers constitue un

'Ces diverses remarques montrent que . façon qualitative, certaines
. dile intéressant pour étudier, au moms 'bles A cet égard l'équation. . ux et compress1. '.opriétés des flUides Vlsque . d Navier-Stokes que constitue
d'Euler" associée au modèle des équations e
tquation (l), soit

+ uEE. =0,
al b .

l'é d de certaines propriétés des flUides par-
urra servir de modèle pour tu de se rendre compte, dès le départ, que
'ts compressibles. Ma.>s 11 conVlen, dèle et qu'elles jouent directe-
. équations (1) ou (2) sont plus qu un d'ondes faiblement non
ment un rôle dans l'étude de cert3Jns pro
linéaires.

Introduction

TROl51EME PARTIE Notions sur la Propagation
des Ondes de Faible Amplitude

Nous nous proposons, dans cette dernière partie, d'illustrer l'applicati
de la méthode des échelles multiples à des problèmes simples de propag
tion d'ondes, Dès que j'on tient compte des effets non linéaires, meme'
ceux-ci sont petits, on doit s'attendre à trouver un problème de perturbati'
singulière. La solution simple donnée par l'approximation linéaire
saurait être uniformément valable aux grands temps ou aux grandes
tances.
Le cinquième chapitre est consacré à une rapide étude de l'équation'

Burgers. Celle-ci peut d'abord être regardée comme un modèle math',
matique très simple-où sont présents à la fois des effets non linéaires '
convection et des effets dissipatifs-et particulièrement remarquable puisqu
l'on peut expliciter complètement la solution générale. Mais c'est auss'
et c'est sans doute ce qui rend cette équation si intéressante, l'équation q
pennet dans des situations générales de décrire les effets non linéaires, d
moins si leur amplitude est faible. C'est pourquoi, à titre de motivatioD
nous commençons ce chapitre en évoquant des problèmes de propagati"!'
d'ondes planes faiblement non linéaires. '
Le sixième chapitre aborde le problème de la propagation des ondes pro-

gressives de faible amplitude dans un contexte assez général. L'exemple 1.
plus remarquable, rencontré en mécanique des fluides, est sans doute celui
du .Bang sonique., problème dont l'importance pratique n'a pas besoin V".1d'être soulignée.

(1)
(4)

u(x, 0) = ao(x), (x, 0) = b,(x)

-co < x < + co,
connaissant les conditions initiales

V. /.1 Principe général tk l'élude ê ne équation de la forme
Nous considérons un phénomène gouvern par u

a'u _ a'u + <H (aaU ,aaU) = 0, < > 0, (3)
al' ax' 1 x

et le problème est de trouver u(x, 1) dans le domaine
1:>-0

au + uau = valu,
al ax ax'

où v est un coefficient constant et positif. On peut très brutalement la
considérer comme l'équation décrivant (dans un tube) les écoulements

V L'tQuation de Burgers

Introduction

L'équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles du second
ordre que l'on peut écrire
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1 Ja "" .flJ, = lim - Jt.(a', T, t) da'.
(1 .... -<0 a

fonctions fo et go étant des fonctions arbitraires. Introduisons la notation

en posant

si0 = lim! J' Jfo(a, T', i) dT',
T.... CO T

(8)

PAUL GERMAIN

T = X + 1a = x - t,

u.(x, l, i) = f.(a, i) + g.(T, il,

1 = fi en intégrant on obtient

-4 au, = -2 og., + (2T o'f,. _
oa al oa al

au, of, ( o'go Ja . l-4- = 2-. - 2a--. + fa (a', T, 1) da' .
OT al OT al

u(x, l, .) = uo(x, 1, i) +. u,(x, 1, i) + .... (6) Pour assurer l'uniformité de asymptotique (6) et éviter que
On se limitera au cas où u, et ses dérivées premières, restent partout et l, et ses dérivées premières ne deviennent infinis pour les grandes valeurs
toujours bornées; ceci impose à la fonction H et aux conditions initiales je t, il faut que le terme entre parenthèses dans (l2)-resp. (13)-reste
certaines conditions restrictives. borné quand -r-resp. a-augmente indéfiniment. Ceci impose en particu-
Si on porte le développement (6) dans l'équation (3), on trouve les uer que lei fonctionsf.etgosoient choisies de manière à vérifier1es équations

équatIons auxquelles satisfont les fonctions up en annulant les coefficienu ux dérivées partielles que nous écrirons sous la forme
des pUIssances de •. Les deux premières équations s'écrivent: o'fo JI (of, _) o'go '" (OgO .)a2u a2u 2--_ = YJo -, t , 2--_ = -.':lIo --, l ,
__0 0 = 0 (7) aa al oa OT al OT
at 2 Bx 2 '

et éventuellement une distorsion du temps rapide 1. En fait, ici, nous n01ll
contenterons d'étudier le terme dominant dans le développement asympto-
tIque, SI bien que cette distorSIOn ne sera pas nécessaire. Elle serait p
contre utile dans l'étude des termes suivants des développements. No:
chercherons donc u sous la forme

O'u, a'u, o'u (0 0)u _2_u _,. _ H .
al' - ox' = ot al al ox

En fait, pour écrire les suivantes, il conviendrait, d'une part, de tenir compte
de la distorsion du temps rapide en posant par exemple:

dt' .dt = 1 + w,(t) .' + ....

Le problème non perturbé-E = O-est bien classique: c'est celui de
propagatIOn des ondes planes. Ici • est un paramètre pe .
SI bien que les termes non hneatres .H peuvent être supposés petits lit, ') _ H (Og. of. og. Of.).
h

. t Né . tl fc(a T 1 - - - - --+-caque pom . anmoms, on pourles temps assez grand, ", OT oa' OT oa'
à un effet cumulatIf de ces petites perturbations qui vont se propager a '
l'onde et qui par suite peuvent affecter son mouvement. Le problèmevec fonction.lf, est déterminée dès que l'on connait u,. L'équation (8) prend
donc être u.n problème de perturbation singulière et la méthode indiqu: ors la forme
pour le tratter est celle des échelles multiples. Nous introduirons do 2 2( 2
comme au chapitre III de la deuxième partie, un temps lent ne, = - 2 a g,. - Jfo(a, T, il,aa OT oa ot OT al

La définition de Jfo montre que si. et flJ. dépendent bien des variables
iquées aux seconds membres de (14). Ces équations (14), compte tenu

et, d'autre part, de procéder au développement de Taylor de la fonctionH es conditions initiales (4), doivent permettre la détermination des fonctions
en la supposant analytique par rapport à ces arguments. ,ct go. En règle générale, ces équations seront couplées, les fonctions
La solution générale de (7) s'écrit 1. et flJodépendantsous forme de paramètres (fonctions de il, des fonctions

l, et f, respectivement.
(9) Nous nous contenterons ici de ces remarques de principe sans pousser plus

lvant l'analyse dans le cas général. Nous noterons toutefois que l'opérateur
slo (ou flJo) est en définitive un opérateur de moyenne portant

(l0) mr les valeurs de la contribution des termes non linéaires dans l'équation de

si on pose
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S
. 1 '. litOl'tant l'obstacle font toujours un angle petit aveC
1 -es parOI' . ()' t 0(1) La- _ peut considérer € comme un paramètre petIt, œ x etan .x, on d . à

. éarisation formelle de (19) et de (20) con Ult :

'i'Yr-/Pu=O
,,'(x) a-(x)

q>,(x, + 0) = -fJ-' 'P,(x - 0) = -fJ-

(lOt ortt par l'axe des x Compte tenu
. l'obstacle correspondant à < = es P . bt i 1 tion du
u fait que l'tcoulement amont ne sauratt être. pertUf , a so u
problème (21), (22) est celle schematiste sur la Flg.2. . 1
: En fait l'tquation (19) est bien du type (16). AUSSI peut on prtvOlr que a
IOlution du problème lintarist ne sera pas convenable aux grandes dIStances

(1

PAUL GERMAIN

x=x, Y=fJJi,
alors le potentiel des vitesses

;=x+<q>
où <q> désigne le potentiel de perturbation, conduit, lorsqu'on
l'équation exacte à laquelle satisfait ;. à l'tquation aux dérivtes partieU
vérifite par q>:

q>" - q>u = < (y + I)q>.'P,. + 2fJ'q>.q>., + fJ'(y - I)q>.q>,,)

+ - I)(q>; + fJ'q>;)(;u + fJ';,,) + ;;'u (1

+ 2fJ'q>.'P,q>., + 1·
En un point d'une paroi faisant l'angle <a(x) avec l'axe des x (Fig. 1)1'
condition de glissement sur la paroi s'tcrit

Y.J.2 Application de la méthode d l'étude de l'écoulement supersonique
stationnaire autour tIun profil mince

Soit M le nombre de Mach à l'infini et posons

fJ' =M' - l, fJ > O.
Si i, Y sont des coordonnées sans dimension, si la vitesse,
l'infini est prise pour unitt et patallèle à l'axe des xet si on pose

départ tvalués pour la solution lintaire, moyenne prise le long d'
caracttristique 0 = constante (ou T = constante). Celle constatation,
n'est pas possible d'approfondir ici, est à la base d'une comparaison
structive entre l'application de la mtthode des tchelles multiples que n
présentons et l'application des moyennes de Bogoliubov.
La mtthode formeUe, esquisste plus haut. peut s'ttendre dans ce

cas où H dtpend également des dtrivtes secondes, c'est·à.<Jire à l'tqu

a'u a'u (au au a'. a'. a'.)---+<H - - -- -- -- =0at' ax' at' ax' ax at' ax" at' .

On peut montrer alors quel, et g, doivent vtrifier des relations de lafo

2 a'fo. = si (al, a'fo i) 2 a'g,. = _ (ag, a'g, i)
ôaat 0 ôo'ôa2' 1 ôTat 0 âT' ÔT2 ' 1

où sont définis par des formules analogues à (15).

116

<fJq>, = (1 +"<q>.) tang 1<a(x) 1
Les relations (19) et (20) sont exactes.

. . • (Les ·tesses de perturbation sont
"Fleure 2 Schéma de l'écouJement supersonique lméansoo; VI

constantes sur les caractémtiques.)
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nditions amont, on doit prendre g = 0 si y > 0, f = 0 si y <: O. Dans ces
ux demi-plans, la condition aux frontières (20), lorsqu'on y reporte le
veloppement (26) montre que

pour lesquelles les termes non linéaires vont avoir un effet cumula
sensible.
Appliquons la méthode dégagée dans la section précédente. Introduiso

donc la vanable lente

y = 'Y {Ja(x, 0) = - a'(x), fJb(x, 0) = a-(x). (30)

(31 )u(x, 0) = uo(x).

est ainsi conduit, pour déterminer a et b, à traiter un problème de
uchy pour l'équation (2). Nous allons étudier cette question dans le
agraphe suivant.
L'écoulement est un écoulement d'onde progressive et même d'onde
pie. TI en est encore ainsi quand on tient compte des termes du second
re, mais non quand on inclut dans le développement les termes du
isième ordre. Ce n'est qu'à ce stade que le formalisme des échelles
ultiples est vraiment utile et même nécessaire. Pour étudier le problème
nsidéré, on aurait pu faire appel, ici, à la méthode de distorsion des
ordonnées qui aurait conduit à des calculs légèrement plus simples.

.2 Modèle de Burgers sam Dissipation

,2./ So/ullon classique du probMme de Cauchy
(2), si on l'interprète comme un modèle de mécanique des

'des, exprime que la dérivée particulaire de la vitesse est nulle:

du=au+
dl al u ax '

lest-à--dire que la vitesse d'une particule que l'on suit dans son mouvement
t constante. Ainsi chaque particule se meut d'un mouvement uniforme
ec la vitesse qu'elle a à l'instant 1 = 0; l'image de sa trajectoire dans
'plan x, 1 est une caractéristique de (2). On a donc ainsi résolu le problème
e Cauchy: trouver la solution u(x, 1) de (2) connaissant ses valeurs à
'instant 1 = 0

T = X + y;a = X - Y,

posons

et cherchons 'P sous la forme

'P(x,y, d = tpu(a, T,y) + ''PI(a, T,y) + ....
On a d'abord bien évidemment

tpu =/o(a,Yl +Ko(T,y) (

Pour écrire l'équation vérifiée par 'P" il suffit de retenir au second merob
de (19) les termes en '. TI vient immédiatement

M'faa aT - 2/00' - 2Ko" + fjï (p + 1)(/0. +Ko,Hfo.. + KOn)

+ 2/3'(Ko. -/o.HKon - /o.,) + (p - 1)/3'(go. + fo.)(gan +
Intégrons d'abord par rapport à T, puis par rapport à a, après avoir pos6.

o(a, y) = /o., biT, y) = go, (

qui d'ailleurs les quantités utiles pour la déterntination de la vitcss
et écnvons les relatIOns analogues à (17). On notera que dans l'intégralep
rapport à T définissant "'0' les termes ne contenant que des dériv
par. rapport à a sont à retenu pUIsque les fonctions 10 et Ko ainsi que leu'
dénvées sont supposées bornées, c'est-à-dire les termes enf, f, qui 0
pour coefficient o. o••

[p + 1 + 2/3' + (p - 1)/3'] = M'(ft,+ 1).

En les fonctions a(a, y) et b(T, y) définies par (27) vérifient de
équatIOns de Burgers sans dissipation analogues à (2)

2 au M' au-a- + -/3' (p + l)a-= 0,Y aa

ab M' ab2- - - (p + 1)b- = 0ap /3' aT'

Fig. 3 en donne un exemple dans un cas simple. On peut même ainsi,
ans certains cas, trouver la solution si uo(x) présente une discontinuité
. ig. 4). Analytiquement, la solution u(x, 1) est définie paramétriquement
. ,1 implicitement par

(28) .
. u = uoW, x - UoWI = (32)

(29 Mais une telle solution ne définit unlvoquemenl u(x, 1) pour tout 1 que si
',(x) est une loncllon non décroissante de x. Or cette condition est impérative

1 . d ' .i u représente une grandeur physique comme la vitesse. S'il n'en n'était pas
CI, ces eux équations sont découplées. Ceci tient au fait, qu'en vertu d '. 'nsi, u(x, 1) pourrait prendre plusieurs valeurs. Par exemple, dans le cas
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(35)

(34)

(33)
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mme PQ est arbitraire ceci implique

w[uJ = 1[u2 ]

ou + ..i!-(\u') = 0
ot
voit que l'on peut définir au sens des distributions les deux termes figurant
premier membre de (33) pour des fonctions u(x, t) à valeurs numériques
caractère très général (fonctions sommables et de carré sommable par

mple). Si (33) est vérifiée pour une telle fonction u(x, t), on dira que
,t) est une solutionfaib/e de (2). fi est équivalent de dire que u(x, t) est
ution de (33) si

.2 Solutions faibles
en est ainsi c'est que la classe des solutions classiques (u(x, t) continues
continument dérivables par morceaux ou presque partout) est trop
Ireinte. Comme on peut écrire (2) sous la forme

remarquera SUI lc:s Fig. 3 et 4 que, dans le cas où uo(x) eslnon décTOis-
-nous dirons dans le cas d'une détente, par analogie avec la situation
ntrée en mécanique des f1uides-,les pentes des profils des vitesses
constant sont atténuées ou adoucies lorsque t croit, alors que lorsque
x) est décroissant (Fig. 5), les pentes de ces profils sont accentuées ou
'es lorsque t croit (en restant inférieur à 1).

Eu conclusion, le traitement classique de ce problème de Cauchy ne
't pas toujours une solution satisfaisante si on veut obtenir une solu·
univoquement définie pour tout temps t .

f u'udx --dt =0
c 2

ur tout contour fermé ttacé dans le demi·plan t » 0 du plan (x, t).
Si u(x, t) est continu par morceaux et pour fixer les idées discontinu à
traversée d'un arc r, on doit avoir, d'après (34), pour tout arc PQ de r
J. [u]dx -,[u']dt =0,
PO

.on note [h] le saut de h(x, t) à travers r:
[h] = h(x + 0, t) - h(x - 0, <).

011

•
x__

1 + 1

Fipre4

0- - - --- --- - -- -----X
"'",,

u-o

Fiprê 3 uo(x) .....
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représenté Figure 5 la solution d"
t dépasse la valeur 'J. Lalign 1
sont ici les caractéristiques de (2)enve Oppe des Images des trajectoires..
ment. e ,et est appelée "ligne limite" del'éco

1
i

en tout point de r, w étant la vitesse d'un point de r que l'on suit sur la

FiFe S Uo = -th x
(L): 1 - Ch't

x t -Sb t Ch t

u, + U2w=---2
(36)



Y,3 de l'Équation de Burger.(43
(2) est un modèle de fluide parfait; les solutions qui nous in-

réfessent sont celles qui sont en fait les limites quand v tend vers zero des
(44 lolutions de l'équation (1). Soit donc à résoudre pour cette équation le

problème de Cauchy avec la donnée initiale

123

(45)

si 2x > 1
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u(x, 0) = uo(x).

s = uo(Y)

u = 1

en vertu de (43) on obtient

constitue la résolution de (43). En tenant compte de (41), (45) les
uations (40) s'écrivent

t une solution faible qui vérifie la même condition initiale que la solution
onnée à la figure 4.
,Autrement dit, la classe des solutions faibles est trop vaste pour les
plications que nous avons en vue. il nous faut trouver une classe de solu-
. ns qui permettent de trouver une solution, et une seule, du problème de
uchy définie univoquement en tout point du demi-plan t > 0, sauf peut-
e sur certaines lignes de discontinuité.

{

(x _ y)'
21 + F(x, y, 1)

(46)
x - y = IUo(y).

voit donc-et on peut le vérifier directement-que par élimination de y
tre les deux équations (46), on obtient une fonction 1) vérifiant (38)
, voisinage de chaque point de continuité, et vérifiant la condition initiale
9) pour 1 = O. Plus précisément:
En un poinl X,I fixé, la valeur de s'oblienl en cherchanlles valeurs slalion-
tres en y. Par suile, en un poinl X,I, u(x, 1) peul subir une discontinuilé s'il
/sIe deux valeurs de y qui donnent d F deux valeurs slalionnaires el égales.
On a, en effet, en dérivant (46)1' puisque F est stationnaire en y

u(x, 1) = 1) = aF (x, y, 1) uo(Y)
ax ax

" nformément d'ailleurs à (32)1'
. En définitive, dans la classe des solutions faibles, on peut toujours résoudre
• problème de Cauchy, mais on n'est plus assuré de l'unicité delasolution.
Vérifions-le sur un exemple: la solution définie par

u=O si 2x<1

al + 2 ax - o.

s'= sx - -1 - c2

uo(y) dy = sdy + (y - c'(s)) ds
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de discontinuité. On dit que (36) est la condition de saut (J"
re ation) à travers la discontinuité.
daSi u(x, 1) esl continue el continumenl différentielleparmor
ns.1 » el s. u(x, 1) vérifie (2) en loulpoinl decontinuilée. (36) en loUI

de d.sconllnulté, alors u(x, 1) esl une Solulionfaible de (2).
On peut procéder à la recherche des solutions faibles en introduil

( rX,1 u2
X, 1) = Jo u dx - -dl

0,0 2

et en remarquant que est solution de l'équation

allons chercher les solutions continues de (38) qui prennent àl'inst
InItIai les valeurs ,

0) = Mx) = { uo(x,) dx'. (3

On obtient aisément une solution de (38) dépendant de deux paramètres
et c

et pair suite l'inté::a1e générale en éliminant s entre

= sx - il - c(s)

o = x - sI - c'(s).

La solution cherchée du problème de Cauchy correspond au cas où on ad
plus, d'après (39),

(
= sx - c(s)

o = x - c'(s).

Au lieu de s introduisons le paramètre y défini par
y = c'(s),

alors (41) s'écrit

s60(y) = sy - c(s),

d'où, par différentiation



(4 y, (x, 1) et Y. (x, 1) sont, pour x, 1donnés, la plus petite valeur et la plus
de valeur qui donnent à F sa valeur minimale. Par suite, en chacun de
points
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(53)

•

x-y(xl)
U+ u(x + 0, r) = + '

1
(52)

Fipre 6

"
u,," 2
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U(x - 0, 1) > u(x + 0, 1).

U_ -0,1) =x -y,(X,I),
1

complémentaire de D est coupé par toute ligne 1 = constante suivant un
emble de points au plus dénombrable. En chacun de ces points on a

ci dit, nous dirons qu'une fonction u(x, 1) définie comme il vient d'être
, à partir de (49), (51), (52) et qui par suite vérifie (53) est la solulion avec
du problème de Cauchy posé pour l'équation (2). TI est clair alors que

La figure 6 donne un exemple simple de solutions avec chocs.

-les solutions avec chocs constituent une sous classe des solutions faibles.
long d'une ligne de discontinuité--qu'on appellera alors "onde de choc"-
e telle solution vérifie non seulement la condition de saut appelée aussi
équation du choc (36), mais aussi l'inégalité du choc (53);

-dans la classe des solutions avec chocs, le problème de Cauchy a une
lution et une seule (il suffit, par exemple, que u,(x) soit sommable et
Ixl) pour Ixl grand).

La structure des solutions avec chocs, leurs propriétés. leur
numérique, leur caractérisation parmi l'ensemble des solutions faibles, leur
généralisation à d'autres équations de conservation ou même à des systèmes
d'équations de conservation, ont fait l'objet de multiples travaux.

(51)

PAUL OERMAlN
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Ecrire l'équation (1), c'est éc .

d (
u' au.\u x - 2" - vax) dl = d".

Par suite ,,(x, 1) est solution de

a" + .!. (a,,), = v a'"
al 2 ax ax"

Le fait très remarquable est que si on pose

" = -2v log 8(x, 1),

l'équation de la chaleur que nous avons déjà rc

a8 a'8-=v-al ax"
1) compte tenu des conditions initiales,

. v UJt U • on trouve que:

x y {I }-exp --F(x,y,l) dy
u(x, 1) = 1 2v

( 1
exp - Tv F(x, y, 1) ) dy

où F(x, y, 1) est définie comme en (46),:

F(x, y, 1) = (x - y)' + ",,(y)
b'

TI est alors possible d'étudier, pour une donné () fix '.
lorsque v tend vers Zéro. TI est intuitif que la la hnute de (48)
mtégrales figurant dans (48) sera obtenue pour les
celle (ou exceptionnellement de celles) qui donnent à Fla:dIe y pro.ches dc
popur (x'll) fixdoés. On peut établir de façon précise le résultat

our es nnées de Caueh fixé, 1 l' .
zero, tend vers lafo1U:lion CfJn;;nue es, a so Ullon de (47), lorsque v lend"rJ •

P(X,I) = fnfIF(x, YI»)
r ,. (SO)

Soit D l'ensemble des po' t d 0
est atteint pour une seule > lesquels le minimum absolu dc F
membre de (48) quand 0 e y, salt Ym(x, 1); alors la limite du second

v - est égale à
U = x - Ym(x, 1)

1 .1

1
i
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(58)

(57)

(56)

. ,

Pour 1 < 1: deux. ondes de choc
Pour 1 = 1: rencontre des deux chocs

-1

Figure 8

œWa(p} = - .

caractéristiques ont pour équation

u = - y + t,

it dans le plan Ji, y

5 Exemple: Ecoulement Supersonique Stationnaire Autour
d'un Profil Mince

ous reprenons le problème envisagé V. 1. Nous n'étudierons que
/coulement dans le demi plan supéneur y > O. Posant

M'(r + I}. M'(r + I} _ M'(r + 1) <y,
y = Y = €Y -

équation (28) prend la forme de l'équation (2)

ôa + aôa = 0,
ôy ôu

cette fonction a(u, y} prend les valeurs initiales (30)

?

es el à chaque position de A on détermine le point choc pa.T la règle
. vient d'être explicitée. La construction s'applique SI la fonction u,(x}
ente des discontinuités. La figure 8 montre comment retr?uver la

1ution simple donnée figure 6, par application de cette construcuon.

xy+

u,, ": : f ... • x: ...... , .... "

Figure 7

y-

7

V.4 Détermination d'une Solution aVe<: Chocs

Comment construire la solution u(x, t} connaissant uo(x} et en particuli
comment construire les ondes de choc?
La réponse repose SUI la remarque suivante. Si x, t est un point d'un ch

la continuité de 9 entraine d'après (50) et (49):

'o(Y.) - 16o(Y.} = 7b -y; ; - y-J,
ou compte tenu de (39) et de (52)

t uo(5) dl = [u, + u.] [y, -y-J.
Sur le graphe Gd'équation = uo(l} dans un plan l, (Fig. 7), la droite

joignant les points (y., u.) et (y" u,) doit donc découper deux air
hachurées égales. Elle a d'ailleurs pour équation

0
car d'après (52), l = u.• = y. etl = u., =y, sont bien deux points de
droite (55). Elle détermine donc le point x, t: elle coupe l'axe des l au poin
d'abscisse x et sa pente est égale à -lit.

(59)Ce résultat conduit à une construction simple des ondes de chocs. La
première onde de choc apparaît à l'instant to déterminé par la tangeote
d'inflexion Ilo ayant la pente négative de plus forte valeur absolue. On fait
varier Il à partir de Ilo de manière à découper sur G des aires hachurées

M'(l' + 1) •
x - fJ.'" = -< œ(t)y + l·,

'ur chacune d'elle a(u, y} garde une valeur constante. Comme on a pour
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la vitesse
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ù 1 + <'l'. = 1 + <afo = 1 + <aau
al• </3'1' = -</3- = -<f3a,y au

on voit que sur chacune de ces caractéristiques la vitesse reste constante
a la valeur qu'elle avait sur la caractéristique correspondante en solulio
linéarisée. Mais (59) montre que les termes non linéaires entrainent u
légère variation de pente (proponionnelle à <), sans grande importance
des distances finies du profil, mais en fait très sensible aux grandes distan
par effet cumulatif.
L'écoulement présentera en général deux ondes de choc, une onde

choc de tête et une de bord de fuite qu'il est facile de déterminer p
métriquement en appliquant la méthode donnée en VA. Nous nous cont
terons de déterminer l'allure asymptotique de l'onde de tête. La droite
qui découpe dans le plan (t, des aires hachurees égales, d'équati
t + u, lorsque y augmente indéfiniment est telle que u _ .-(UYÎ
(Figure 9), si A est l'aire du triangle mixtiligne OBC. L'onde de tète ado
pour allure asymptotique

ci _ /3y __ (-AM'(r + 1») 112 <'tly lt2
• f3

c'est-à-dire l'allure d'une parabole. Un résultat analogue est valable po
l'onde de bord de fuite.

,

--
ondes de choc

coroctfristiQu••

Fieurt 10 Prise en compte des effets non lineaires de convection

On a tracé sur la figure 10 l'allure générale de l'écoulement qu'il y a lileu
de comparer à celui obtenu (Figure 2) en négligeant complètement es
ermes non linéaires.

VI Notions sur la Propagation des Ondes Progressives de
Faible Amplitude

(1 )

A

fi&W'c 9 Construction de l'onde de l!te

f

Introduction _
Nous voulons dans cette section donner une nouvelle
oique des échelles comme 'une
phénomène physIque. que . d' n tr.ain d'ondes sphériques en
énéralisation de celUi de la prolPafigatlon1 au centre à l'instant
'me acousuque évoqué sur a gure, .

1 0 pendant une durée assez courte. La solution est de la forme

u = .!.fW où <t = cl - r,
r
1 é1é 'té des ondes sphériques supposée constante. Sif(x) est une

dehors de l'intervalle borné 0 « x « l, • un paramètre



FilW'C!! 1. Onde acoustique sphérique

VLl Description Mathématique du Phénomène
Nous dtsignerons par Xl, x2, Xl ou xiJes coordonnë:es cartésiennes ortho-
normées d'un point de l'espace que nous dc!signerons aussi par x, t le temps
que nous noterons aussi x'. Un indice latin prend les valeurs l, 2, 3; un
indice grec les valeurs 0, l, 2, 3.

,,,,,,,
\,,,

\0

(5)

(4)

(3)
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F = aF.
.. ax"

long de toute trajectoire représentte paramttriquement par X'(T):

dV 1 aù dF aÛ dx'
dT" = -;"'ij" <h + ax' dT .

. déplace sur une ondelette F =constante, le second a une

plus petite que si faible

à la limite, d'ondeés
" fin e 111 notion considérte est une g n r !Sa Ion

où V(x·) = G(t)]; (3) montreque, en quelque
notre onde est localement une onde SImple qUI tvolue

lativement très lentement.

U(x') - ù(t, x').
que nous aurons trouvé Û, on récupérera la valeur cherchée remplacant

sa valeur en fonction des x' donnts par (2) . . ..
Vérifions que siÛ et ses dérivées sont bornés et SI <est petit, (3) décot bien
onde progressive. On a

aU aÛ F, + aù ,
ax' < ax'

on pose

ASYMPTOTIQUES EN DES FLUIDES

phénomenc étudié est décrit par P variables à scalaires des x-,
D", UI, U'-' ou par une fonction à valeurs vectonelles V (t, x).

· dirons ici que les V(t. x) décrivent
t il existe une famille de surfaces = constante. appelées ondelel/es .

· F(t, x) = t
· l' dre de grandeur des variations de V (et de ses dérivées) lorsque x
./:e s'::r une ondelelle est petit par rapport cl l'ordre de grandeur de ses
· tians lorsque x reste fixe dllns l'espace.

peut donner une forme précise à cet énoncé en introduisant le forma-
e des échelles multiples.
· - F() (2)ns:t=<t= t,X.
· chercherons U comme fonction des cinq variahles scalaires t, x', t en

t

PAUL GBRMAIN

petit, à tout instant t, le train d'ondes est "trappt" dans la zone de largeu
<llimitte par deux sphères concentriques de rayon L ct et L - <1. Dan
un tel problème, <apparait comme le rapport de deux tchelles de temps ou
de longueur. L'ttude des problèmes de cetle nature pourra, s'ils sont asse
complexes, etre facHitte grâce à l'emploi de la mtthode des tchell
multiples. Dans la formule (1) figurent, en effet, de facon naturelle les deux
variables de longueur r, t; on dira que testla variablepilasedu train d'ondes'
f(t) dtcrit le profil du train d'ondes. Quand le temps varie, 1. profil r
identique à lui-meme. Mais, en fait, la prtsence du facteur,-I produitUIl
atltnuation de l'amplitude lorsque le temps cran.

Peut-on gtntraliser une reprtsentation du type (1) à des cas plus corn·
plexes, a<'Itamment dans le cas où on souhaite tenir compte d'effets non
linéaires de convection et même, s'il y a lieu, d'effets dissipatifs? Telle est
la question que nous allons tvoquer ici. n n'est pas besoin de dire que la
prtsente ttude ne constitue qu'une brève introduction à un chapitre fort
important de la mtcanique des fluides et de la physique mathtmatique;
l'une des applications principales est celle du "Bang sonique" produit par
les avions évoluant en régime supersonique. Ce sont d'ailleurs les travaux
consacrts au "Bang sonique" qui ont ttt sans aucun doute à la base de la
théorie que nous voulons prtsenter.

130
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(14)

(13)

nstante d'intégration, on obtient ainsi:VU Problème Linéaire

Nous commençons par rechercher les ondes progressives pour un phénorn
qui peut être décrit par un système d'équations linéaires que nous écrir

0, = art, x")R(x').
e toujours dans l'application de laméthodedeséchelle.s multiples

éterminé à ce stade de l'étude, et l'information nécessa"e sur x )
aU aU au d. d de l'examen de l'équation (10) pour n = 2. En effet, d après(aVien ra .
at ax ax' on ne pourra calculer aO,/at que SI

Acï, Bosont des matrices p X P fonctions de x et de c, Ag est la matrice unit L. 1) = o.

(16)

(15)

L· = LA8R aa + aL· (R).
aX"

ons

= K = L.2'(R).
condition (14) s'écrit

VI. 2. 1 Développement asymptotique/ormel

Mettant à profit l'existence du petit paramètre., et cherchant à prépar
l'examen du cas non linéaire, supposerons connue une solution U,
(6) et nous chercherons une SolutIOn U de la forme

U(x') = O(t, X") = Uo(X") + 8{.Ü, (t, x') + .'Ü,(t, X") + ....)
sans imposer à U de conditions aux frontières ou de conditions initi
Le facteur 8 ne jouera aucun rôle, puisque l'équation est linéaire; il
arbitraire et figure dans (7) uniquement pour rappeler que, dans le T(a) = aa + aa + Ka = O.
linéaire, aucune limitation d'amplitude n'est imposée à la solution. at ax'
Substituant (7) dans (6), égalant à zéro les puissances successives de. Cest une équation linéaire à lat;l1elle doit satisfaire la a. On dit

et introdUIsant la matnce Co défi",e par ue T(a) = 0 est l'équation de transport. Manifestement, V. est une VItesse.
Co = A8F" (1 l'est la vitesse de rayon. On appelle'''rayons'' les intégrales du système (SI F

supposé connu)il vient

(18)

(17)dx' _ lé'
(9 dï-·
ddérivée le long d'un rayon, l'opérateur

(10

c aO, = 0
o ar, ,

Co + 2''(0._,) = o.
8 _.Ê... + Ié'-.Ê....
(jf - at •ax'Nous ne pourrons avoir une solution (7) non banale que si Il d' . do t

Ainsi le long d'un rayon, (16) est une équation différentie e or Inatre n
det(Co) = 0, (Il rmtégrale générale s'écrit

équation qui exprime ici que F(x") est une surface caractéristique. Suppo-
sons qu'il en soit ainsi et admettons également que Co n'admette alors qu'une a =!(t,)a (x'),
seule direction propreàdroite et àgauche. Nous désignerons par R et LdeUi a(x') est une solution particulière de = O. La variable t,
tels vecteurs, assuJettIS à une normahsatlon partIelle comme indIqué Cl- 0" t . t en effet que dans la constante d'intégratIOn. En règle générale /d

10 erVlen .. . 1 as où! estessous: dépend aussi du rayon; mais nous ne conSidérerons ICI que e c
CoR = LCo = 0, LR = 1. (12) 'ne fonction de la variable t, seule. . Il 1 t

Ainsi nous avons mis en évidence une solutIOn pour laque e a erme
Bien noter que R et L ne sont fonctions que des x" (et non de f,). Donc domi t figurant dans le développement entre parenthèses dans (7) est de la
d'après (9) aO/ar, est colinéaire à R. Par intégration, en prenant nulle II nan

i . '

, '
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(29)

(28)

(27)

(26)

8JfJ + (o/lV§) = 0
8t ax'

dfm rdI =Jm-I' j,

Fo+ n(F" x', t) = 0,

forme

O
2) Wo = V§n,

1 =fWa(x")R(x") =fWW(x')
f(
.. vitesse de phase est la composante normale de la vitesse de rayon.

est lafonctlOn phase: elle décrit le profil de l'onde, R(x') est lefacte .
structure a(x') unfiacteur de "' l t· (1 . Ur 3) Fest constant sur un rayon., mouu a IOn entement vanable).oOn peut calculer 0" 0 J sans difficulté. On trouve que, de façon générale 4) La formule (25)montre que les V§dans (17) dépendent des FR' Par suite

m est de la forme ' 11) n'est pas suffisant pour déterminer les rayons. Par contre, on a

Om =fmWWm(x'), M' = a n liF, = -a n.
où fm est telle que lit F,' lit x'

Ce système-canonique-permet de déterminer les rayons, connaissant
(21) naturellement des conditions initiales convenables.

5) On a:
On peut m?ntrer que le développement est convergent. On a donc lin

amsl une onde progressive. On remarquera que l'on retrouve M = a,n.
amSI la théone des ondes courtes. Dans ce casf = e -il et!, est encor
protionnel à e -il; la vitesse de rayon s'identifie à la vi;essemde pro- LeS rayons d'après (27) sont les caractéristiques de l'équation (22) et les

bicaractéristiques du système initial (6). Si n ne dépend pas de t, les rayons
V1.2.2 Propriétés des rayons forment une famille de courbes déterminées une fois pour toutes (comme les
Il est clair qu 1 dét . . d. trajectoires s'identifient aux lignes de courant dans un écoulement station-

e a ermmatlOn es rayons constItue une étape cap'tal dl' S' . dé d d 1 '1'construction précédente. 1 e ca naIre). 1 n est m pen ant e X', es rayons sont rectI Ignes.
L'équation (Il) est une équation aux dérivées partielles pour la fonctioD 6) Très fréquemment, on peut écrire l'équation de transport sous la forme

F, hom?gèn.e et de degré p par rapport aux F,. Comme Co n'admet qu'une
dIrectIOn propre (à droite ou à gauche), on peut résoudre en F: et

0

C'est, en particulier, ce qui a lieu si le phénomène peut se décrire par une
(22) formulation variationnelle. Ii/lest l'action (de l'onde). L'intégrale de JfJ dans

n étant une fonction homogène d' d 1 d F 0 ' . un volume qui se déplace avec la vitesse de rayon reste constante. On peut
liser F, en posant or re es,. n peut d ailleurs norma· alors trouver une intégrale particulière de l'équation de transport.

Fo = -Àwo, Fi = Mi' À = (FI + FJ + FJ)11l (23)

Wo = n(n" x" t) (24) VL3 Application à la Dynamique des Gaz
n est le vecteur unitaire normal à l'onde; Wo la vitesse de phase. On peut Un écoulement de fluide parfait compressible est décrit par cinq fonctions à
alors facIlement démontrer les propriétés suivantes: valeurs scalaires, masse volumique p, vitesse ai, entropie spécifique s. La

pression et la célérité du son sont données par la thermodynamique
1) La vitesse de rayon est donnée par

V§ = aF, n(F" x', t) (25)

où aF, est la dérivée partielle de Q par rapport à F,lorsque F" x', t sont con·
SIdérés comme des vanables indépendantes.

p = p(p, s),

Ainsi on a

, apc =-.
ap (30)
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(35)

(36)

(34)

(33)

(37)

o

(! ap) nipas 0

(! ap) n, (38)
pas. 0

(! ap) n,p ôs 0

+co

+co Pon, pon, pon,

c' 0 0:teo
Po

cJ 0 =teo 0-n,
Po
c' 0 0...!.n] +co
Po
0 0 0 0

Wo ::: ubnj ± Co'

po(ubn, - "'0) + Pop.,n, = 0,

le formule généralise un résultat bien connu en acoustique. Compte
ude (34), on peut déterminer les 1-'. en résolvant (33):

en déduit que (22) prend la forme

Fo + F,Ub ± c.(FI + FI + Fj) '" 0,

que, d'après (25), la vitesse de rayon est

dit, la composante normale de la vitesse relative du fluide par
rt à la surface d'onde est égale à la célérité du son; (24) s'écrit ici

, ( ,/IOn, + 1-', Uon, - "'0) = o.

Ble présente certaines propriétés de symétrie et connaissant le vecteur
propre à droite, il est facile de déterminer le vecteur propre à gauche

Co= ±-!-1<Jn..
Po

,R est colinéaire à 1-" Nous prendrons

R: \ ni' n" n" 0).
ilmatrice Co, en tenant compte de (34), s'écrit

(JI suite, on ne peut calculer les 1-'. que si

(ubn, - "'0)' -.: cJ = 0;

Le système (6) s'écrit

ap a ,ai + ax'(fJU') = 0,

au' ,au' J ap- + u/_, + - __ = 0al ax} pax' '
as ,asal + u ax' = o.

ap a a ' a'_1 + ...PI. + -.!1 i 8po _al ox' Po ax' + P, ax' + u,ax' - 0,

Si on connait une solution (x 1) '( )chercher une 1 t' . Po , ,uo x, l , soCx, I),on peut se proposer
so u IOn VOISIne petIt)

V(X,I) = Vo(X,I) + 1),

en F?ur V, une solution du système (31) après linéarisaI"
systeme hneaITe associé à (31) s'écrit: IOn.

est bien de la forme (6), la fonction inconnue étant ici V, au

Ecrivons l'équation (9}-compte tenu de (8}-en posant
aû,ar: =1-', 1-' ll-'o, 1-'" 1-', l,

il vient, avec les notations (23), pour (32),

1-', (u6n, - "'0) = o.
Eliminant le cas où ui,n - w - 0 ù 1 .fl 'd ' 0 - ,cas 0 es ondelettes senuent des surface!
UI es, on aura donc nécessairement 1-', = O. Compte tenu de ce résultat (9)

":;

']

,1



VL4 E/Tets Non LInéaires de Convection
Le (31) montre qu'en é é al 1 ;.
Nou. l'écrirons: g n r e à étudier seranon Iiné ..

1

1

1

,

(46)

(45)

duu = dt = c(1)1'"(I),

f = LAk., (R)F.R.

"ôÛ BU " BÛ "2'(U) A5- + Ak,(O)-.o + COI(U) = A5- + B.U,' ôx' ôx"

trateur !f pouvant alors s'identitier à celui écrit en (6). Substituant (42)
,(41) ct tenant compte de la formule fondamentale (4)pourle calcul des
'vtes il vient en utilisant la définition (8)

oC.BÛ, + 0< (COBO, +2'(0 ,) + OAk 1 (0 ,) F. BÛ ') + ... = O. (44)
.

MÉTHODES ASYMPTOTIQUES EN MeCANIQUE DES FLUIDES 139

crons

seule différence avec le cas linéaire-mais eUe est fondamentale-cst
· parition d'un nouveau terme dans l'équation de transport. Pour con-
· ire une solution, on doit encore déterminer la vitesse de rayon (24) et
rayons (27) selon le Mais l'amplitude de l'onde n'est
obtenue par résolution d'une équation différentielle le long du rayon

/oÏs par une équation aux dérivées partielles

oa Ba 0-+Ka + fa-= .
01 Bt

Ion connait une solution c(l) de j'équation de transport du cas linéarisé,
npourra réduire l'équation (45) à une équation de Burgers sans dissipation.
ant, en effet,

terme dominant est le premier écrit. Par suite on peut encore écrire (9),
tgrer et trouver 0 , COmme en (13). Si maintenant on considère le terme
,minant restant, on voit en regardant les termes entre que
ur avoir une équation non banale où les effets non linéaires ont effective-
nt un effet cumulatif, il faut prendre 0 = 0 (1). Dans la suite nous poserons
plement0 = 1. Ccci dit, pourpouvoircalcuJerBO,/Bt ,puisquelamatrice
est il faut que Û 1 = uR vérifie la condition de compatibilité

'0 BaL· oZ (aR) + L· A8., (aR) F.R BI=O,
uplus explicitement avec les notations introduites en (6)
, Ba Ba Ba Ba
· Bt BI Bx'

(4
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...f(U) =A'(x·, U) ôV + CCx· U) .. 0
ÔX" 1

138

où A • est la matrice unité.

V, :ontre delase •
linéaires si l'onde se propag . pertdurbatlon reste faible, les effets no

, e sUIvant es distances d'un effet cumulatif Nous su assez gran es, aur
connue du (4) et que est une soluti

us cere ons une solutIon de la forme (
U(x') = Uo(x') + oÛ(x') ,

O(x') = <Ù,(t, x') + <'Ù,(' x') +>' .... (4

pOlutr. qUe
d
lasolution cherchée soit effecliv'

'1 so u IOn onnée U (x') Pou . .',ectuer a substitution de (42) dans (41) il ? . r pouvOIr
ment de Taylor de la matrice A' et d nO

t
us facut le dévelop .

écrirons: uvee eur au VOlsmage de Vo. No ,
A' = Ak + OAkAÛ) + ...
C = C. + oC•.,(û) + " . . (43

Par exemple A' (U") t ' .
0.1 es une matnce P X P dans laquelle chaqu éJé

est un polynOme de de ré 1 e me
vecteur Û, les coefficients de cc

vérifiant la relation (2)

L:1(+Co n ± (IÔP)}2 - • 1'''2'''3'- -- .Po copÔS o
Enfin, l'équation de transport, quelques caJculs s'éCrit

+ (u' ± ') ôa u {ôu, 1 (Ôôl 0 Co" - + - .n _on __ Co laco)
ôx' 2 ' ôxl j -ô + Uo-Co t ôx'

+ n, ô ôn }-p,; ôx, (pc). ±c'dx;' = O. f
On remarquera que, vu le choix fait R ..
<ur est normale à la surface d'onde la perturbation de vit
normal à cette surfac.e. et qu elle a pour mesure aSur le veet



(52)

(50)

141

fa = Wl
l
si w = Wo + f W1 + ....
1 cal 1f·'t en VI 3 appliqué au système exact (31):l'on a, d'après e cU ""' .•

Application à la Dynamique des Gaz
. , le completer l'application commenc6e en

us pouvons, à litre d exemp(40)'1 ffit de calculer les coefficients f
3. Compte tenu du résultat ,1 su t dit que <t est une abscisse à
v. Nous supposerons À = l, autremen
térieur du train d'o?de. à l' 'd de la formule (48) selon laquellenest ais6 de détemuner f al e

. v= cfT]. .
peut écrire l'équation de transport sous la fotme canoDlque:

ô'f3 (51)
Ôq + f3Ti, = (0) ôt"
. . é al' t légèrement l'équation de Burgers
obtient une 6quauon

d
gédn r) qui souligne bien tout l'intérêt

ce que peut dépen re e 0 ,

J'on peut porter à de les effets non linéaires de
, ans le cas où les effets e VlSCOSl . t la mettre sous une forme
veclion, 1'6quation de SI ton légèrement
onique analogue à (51) est une qua Ion
.. de la chaleur.
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( ) la hénomènc:: en première approximation
V<-, sont tous les deux 0 <, P N" d" atifs sont négligeables. ,. S' B - 0(1) v<" = o«),les euets lSSlp .eaue. 1 - 1 .. proximation valable. 51 8 =

prendre en elt ddomi-
e vE -, • Le cas le plus nche ou es eUX
les effets non linéaires de convectlonl·· 'B et v<., sont 0 (1). Nous
rentrent en ligne de compte est ce Ul ou
rons
B= l, v(x·) = < -'vLMoFAD A'F,R,
'en que J'équation de transport (45) s'écrit alors

-1aa Ba _0 cr
aa V'- + Ka+ fa- = V-·Br + °ax' at at'

. ' . n aux dérivées partielles à deux variables (t est un
t en fait une equaUo . en VIr\ on suppose connue une
être le long ,d'un rayodn). SI, systêm:linéaire et si on introduit

tion c(t) de l'equatlon e transpo
notations (46) et que l'on pose
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il vient

VLS Effets Dissipatifs

Si le milieu est faiblement dissipatif, peut-on encore parler en un certain s
d'onde progressive? Peut-on prolonger la présente analyse? Dans qu
conditions les effets non linéaires de convection et ·les effets dissip
sont-ils de même ordre? Telles sont les questions auxquelles nous alla'
apporter un commencement de réponse. .
Supposons donc que V vérifie J'équation

.L(U) - vM(x·, V) (DA' (X", U) ôV }= o.axA BxY .

où M et les DA, sont des matrices, v est un coefficient petit donnant 1'0
des coefficients de dissipation. Si on fait dans les termes de dissipation,
substitution de (42), en tenant compte toujours de la formulefondamen
(4), on voit que le terme dominant s'écrit, dès que l'on suppose f = 0

Bf (Vf "M. FDAoF ô1U,)o A , ôt'
et c'est ce terlne qu'il faut retrancher au premier membre de (44). La pr'
mière équation à écrire seraencore (9)siv=o(f). C'est la condition né
pour qu'on puisse pasler d'onde progressive et étendre j'analyse qui pi
cède. Dans la deuxième équation nous aurons à comparer l, Ô. v€ -1.

2P- + f3ôf3 = O.
ôo at

Si on connait les conditions initiales donnant la valeur de f3 en un point·
rayon (en lequel on peut poser 0 = 0) on pourra appliquer les résul
donnés au chapitre précédent pour résoudre l'équation de Burge
éventuellement déterminer les ondes de choc.
Notre dernière remarque portera sur la signification de f. On remarq

que AS,,(Û,) est le terme dominant de la différence A'(U) - AS, si bien q
'" L(A'(Û) - AS)R = V' -

si V' est la vitesse de rayon exacte. Par suite

<fa = F,(V' - VS) = ÀII,(V' - VS) = À(w - wo),

si west la vitesse de phase exacte. Si on prend À = l, auquel cas ft est
abscisse à l'intérieur du train d'onde, on voit que E ra est le terme dominant
la variation de vitesse de phase lorsqu'on passe d'une perturbation d'amplit
nulle à la perturbation d'amplitude <a.

140
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Remarques Complémentaires pour la Troisième Partie

2 du train d'ondes tl'instant t (AMQ) et du faisceau des rayons entre
tants Tet 1

rie très riche, s'appliquant à des prohlèmes de physique mathématique
varies. Nous ne pouvons ici que renvoyer le lecteur desireux d'appro-
. ces questions à l'abondante littérature developpant les parties de la
rie que nous n'avons pas aborde.. (détermination des conditions aux
'tes, comportement au voisinage d'une caustique ...) et les problèmes
'. ques que l'on rencontre dans chaque discipline.

Ô(CP») a.
C ôp 0
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Mais on a par ail!, eurs, en tenant compte de (37),

c, = (:c) p, = ± (!!. ÔC) a
Poeap 0 '

et par suite

w.=ra={1 + U:;)o}a=
On a donc en définitive:

r = .
C ôp 0 (5

Si le fluide est un gaz parfait à chal .
adiabatique p, on a eurs spécifiques constantes, d'in .

(
Le calcul de Ji n'est pas difficile' ilf '. '
effets de dissipation dans le sysiè aut toutefOIS écnre les termes donnant
long. Nous nous contenterons dme remplacer (31), cc qui est un
gaz parfait à chaleurs spee'fi onc e onner Je resultat (dans le cas d'

1 ques constantes): ,

Ji = + + k(p - 1») .
3 p p pc • (,0'

l' est le coefficient de viscosité 3K 3 1
volumique (À, l'les coefficients'de r.::n À + 21' le de visco
thermique apparaissant dans 1 l' d coeffiCient de conductib
pression constante. L'équation e ouner,. c, la chaleur specifique
d'amortissement des ondes acousti v est le.c0efficient classi
Les resultats donnes ci-d q e fwble amphtude. .

dans l'étude du "Bang une .application fort irnportan'
phénomène. A represente l'avion' à l" gure 2 illustre schématiquement
à cet instant. B designe la position d 1. On a tracé le train d'on
figuré les rayons Iclong des uels e aVIon à l'IDStant anteneur T. O!i
T et 1. On a figuré le long perturbations ins -
sente Je portIOn du sol à l'in t t . profil des pressIOns. MQ rep

s an 1 qUI est affectée par le "Bang sonique'

Conclusion

he peut etre question ici d'evoquer l'abondante Iitterature consacree
propagation des ondes. Les commentaires qui suivent sont limites
ement aux questions evoquees dans ces deux derniers chapitres. Il
aussi souligner que la plupart des resultats dont il est fait mention sur

;effets de non Iinc!arite ou de dissipation sur la propagation des ondes ont
.obtenus au moins partiellementsans faire appel àla techniquedes echelles
. tiples. Nous pensons toutefois que la methode d'exposition que nous

, retenue est interessante car elle presente un caractère systematique.
Nous arreterons là cette introduction à! h . . ,fait de tenir compte constamment dans les formules à ecrire des diverses
sives qui illustre bien nous sem . eOne generale des ondes progr elles presentes dans le problème facilite très sensiblement le developpe-
multiples pOur de phe llntéret de Ja méthode des écheU' t de J'étude et évite Je risque d'oublier à un momentouà un autre l'effet

nom nes de type cumulatif. Il s'agit d'lIII' .. l'une ou l'autre echelle.
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