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L'objet de ce cours est de poser et de résoudre les équations régissant la propagation de
perturbations de I'élévation de la surface d'un fluide dans un champ de pesanteur. C'est adire
les vagues!

En faisant différentes hypothéses on simplifiera par I'analyse asymptotique les équations de
Navier Stokes pour aboutir & des systémes d'équations aux dérivées partielles plus simples.

On rappelle dans un premier temps " éguation d'onde", puis, aprés avoir fait apparaitre les
effets de propagation qui transportent la vague sans la déformer, on fera apparaitre ceux de
dispersion, qui la cassent en vaguelettes, enfin les effets des non linéarités qui lafont déferler.
Lorsque ces deux derniers effets se compensent des ondes qui se propagent sans changer de
forme peuvent exister, ce sont les solitons.

Les équations de Saint Venant sont ensuite retrouvées dans une optique plus appliquée aux
écoulements dans les fleuves et les lagunes.

1. systéme d'équations

1.1. Navier Stokes complet
Les éguations arésoudre sont a priori pour le probléme de I'écoulement de I'eau sont:
I'incompressibilité
@Mu =0
la conservation de la quantité de mouvement

ou
p(a—; +U)u)= 0p-peg &+ pd2u.

Ces systemes d'équations sont a résoudre dans les deux milieux que sont l'air et |'eau.
Remarquer a ce propos |'équation de conservation de la masse sécrit bien:
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%, mipuy =0 <=> mu =2+ um) p).
ot ot
Ladensité est conservée le long des lignes de courant: |'eau reste de I'eau, et I'air reste de l'air.
A la surface: c'est délicat! En toute rigueur, il faut exprimer la continuité des contraintes
normales et tangentielles ainsi que des vitesses des deux fluides. On écrit la continuité de la
contrainte normale: soit n lanormale extérieure ala surface libre:

(P-Pe - 0 K)nj = Tjjnj-TSjn;
avec Tjj=2uD;jj, 1&;=2u®Dijj o tension superficielle et K courbure de la surface. Comme la
viscosité dynamique du gaz est faible par rapport au liquide, on néglige le mouvement de l'air
reste:

(P-po - 0 K)ni = Tjjn;

avec po pression athmosphérique. Cette expression est a projeter sur la normale et la tangente.
Nous n'écrivons pas pour l'instant ces égquations dével oppées. Nous simplifions tout de suite
au cas non visgueux. Le but du cours est de passer d'équations 2D a des équations 1D plus
simples (le cas général 3D donne des systemes 2D, la généraisation va de soit).

1.2. équations d'Euler:
L es équations a résoudre sont:
i) I'incompressibilité
Mu=0
sous forme dével oppée:
ou™/ax* +av*/ay* =0,
ii) laconservation de la quantité de mouvement:

0
p(alt‘1+(u@)u)= Op-psg gy

sous forme dével oppée:
p(Ou* /ot + u"au*/ox” + v ou’/oy*) = - op*/ox*
p(ov*/ot" + u*av*/ax" + v av/oy”) = - Op”/oy*-pg
iii) accessoirement irrotationnel (pas de création de vorticité)
Fu=0

sous forme dével oppée:

-0u*/ay*+av*/ax* = 0.
et ce avec les conditions aux limites ad hoc:
alasurface on a pour lapression:

p* =po+0 0 navecn=-0". nU(1+(O". nH?2)- V2
la pression est égale a la pression atmosphérique, au saut de pression pres dd a latension de
surface. condition dynamique: le saut de pression est tel que:

p1” (X", (x",t),t)- p2" (x*,n" (x",t),t")=0 0" [B12
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lanormale alasurface est:
n12=(-0n"/0x*,1) / (1+ (dn*/0x")2) 12

condition cinématique:
Les deux fluides ne "décollent" pas de la surface qui les sépare et ne Sinterpénétrent pas:
intuitivement, les vitesses normales sont donc continues a latraversée de l'interface:
ur” [hip =up" Chip eny™-n*(x*,t)=0.
On retrouve cette méme relation a partir de 0" = 0 intégrée sur une petite épaisseur (cf.

éectromagnétisme! Voir la condition sur la composante normale du champ magnétique B aune
interfacel). Si
F (xy" t)=y"-n"(x",t")=0
est I'équation de I'interface, on remarque également que l'interface étant matérielle, F est
transporté le long des lignes de courant:
gt* F* =0 (dérivéetotae)
Par définition de ladérivée lagrangienne
dy”*/dt* = v*(x*,n",t") et dn’/dt *= an*/ot* + u"an”/ox”,
F*'=0 sécrit :
OO ) | an o ey ONT(XE)
T T (x"n"(x"t )DT
gu'on peut réécrire en faisant apparaitre les vitesses normales

d
dt”*

- V*(X*,r]*(X* ,t*),t*)

Pour lavitesse
v*(n*)=an"/ot" + u* on*/ox*
sur lefond on a (en y*=-hg): on ale glissement: u* [h =0.
V' = u*o&"/ax*.

I NN

eau
sol § *
Enrésumé
Mu =0, p(i—fﬂu@)uﬁ 0p-pog ey.u=0
alasurface:
0 0
p=po+toll n;v(n):art]Jran
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sur lefond on a

v:u%.
0Xx

Nous commengons par examiner quel ques exemples simples de solutions de ces équations.

2. ondes linéaires simples:

équations: approche simplifiée

Commencons par la propagation simple. Dans cette premiére partie nous passons rapidement
sur les problémes pour aboutir a1'équation d'ondes qui est 1a base de ce cours. Notre démarche
ici sera tres élémentaire, fondée sur une modélisation 1D, dans les parties suivantes nous
préciserons les hypothéses faites.

La maniére la plus simple est de considérer une étendue d'eau, initialement au repos et
d'épaisseur constante H. Supposons gque nous perturbions cette surface, la hauteur devient n:

Af 1

H

Cette élévation d'une masse d'eau pr(x)Ax produit une variation de pression égale a gpn par
nivellement barométrique.

Av o ey
n(x)
I ol N
H u(x) u(x+Ax)
— >
X gi X+AX

La somme des forces agissant transversalement est égale a |'accélération de la masse d'eau
comprise dans le volume SAXx, d'ou, puisque le fluide est poussé de droite a gauche avec la
force pgnS en x et de droite a gauche en x+Ax

PN (X)S(X)- pgn (X+AX)S(Xx+AX) = pAXS ou/ot.
On a suppose que lavitesse est constante sur toute la section. En faisant tendre Ax vers O:

u_ on
ot 0x
La conservation du flux, appliquée au précédent petit volume donne par unité de longueur

transverse, en introduisant la vitesse transverse v (faible):
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-U(X+AX)(h+n(x+Ax)) + u(x)(h+n(x)) -v Ax =0, avecv = n :

ot
donc en faisant tendre Ax versO:

on_  a(u(h+))

ot 0Xx
s I'amplitude est petite:
on_ ou
ot 0X
L'éimination de u donne lafameuse équation d'onde:
82n a2n
— = co?_, aveccp?=gh
ot2 0 ax2 =

équations: approche plus rigoureuse

Pour écrire ces relations nous sommes allés un peu vite en besogne dans notre décompositions
en tranches. Il est en effet plus correct de bien voir que le volume que |'on a choisi varie avec
I'écoulement: il se déforme. Il faut en tenir compte dans d(pAxu)/dt. La dérivée par rapport au
temps du volume est en effet telle que, partant d'un volume de longueur Ax entre x et x+Ax au
tempst, il setrouve au temps t+At entre x+u(x)At et (x+AX)+u(x+Ax)At, sa nouvelle longueur

est donc:

AX+U(X+AX)At-u(X)At ~ Ax (1+ guAt),
X

lavariation de volume (de longueur) par rapport au temps est donc Zu (C'est la divergence de
X

lavitesse). Avec cette quantité on peut montrer que le raisonnement plus haut permet de trouver
les équations Shallow Water correctes telles que nous les établirons plus loin.

equation d'onde
Revenons a l'éguation de d'Alembert:

0°n , 02N

— = co? ., aveccp?=gh

ot2 0 ax2 =
82n

En posant {=x-cot, et {(=x+cCgt , on voit queﬁ = 0. Les solutions sont donc de laforme:

f(x-cot)+g(x+cot)...
La perturbation de forme f se deplace vers la droite sans changer de forme alavitesse cg (g se
déplace verslagauche). Il est d'usage de décomposer le signal en somme d'exponentielles:
exp(ik(xxcgt))=exp(ikxziwt)).
C'est en fait latransformation de Fourier du signal.
w est lapulsation k, lafréguence spatiae, co=w/k est la vitesse de phase, €lle est constante.
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Par la suite on va voir se qui se passe lorsgue la vitesse de propagation du signal dépend de la
pulsation: c(k), nous intuitons que, puisgue tout signal sécrit sous forme de série de fourier, s
chaque mode se déplace a sa vitesse c(k), alorsle signal se décompose. On dit que le milieu est
dispersif.

A—»W\/\/\/\/—

Ce qui peut auss se passer c'est que ¢ dépende de h, les éguations sont alors non linéaires. On

verra que le haut de la vague va plus vite que le bas. Le signal se raidit, le haut de la vague
dépasse le pied dicelle et la vague déferle (dans larégion du déferlement, nos équations ne sont
plus valides, personne ne sait de toutes facons résoudre les ENS dans ce cas excessivement
severe).

A_»/L

Enfin, les frottements visgueux atténuent la vitesse, et donc la hauteur...

3. ondes linéaires dispersives: houle de Airy ou de Stokes

3.1. équations
3.1.1. ordres de grandeur
3.1.1.1. Premiéres hypothéses:
Reprenons les hypothéses précédentes et examinons les. Premiérement, nous oublions la

viscosité en supposant que le nombre de Reynolds est grand. La surface d'équilibre est plane.
L'état de base est donc un fluide immobile. 1l ne reste que la stratification de pression:
u'=v'=0 e 0=-0p"/oy" - pg
Le fond du récipient est en y*=0, la surface libre en y*=H ol il régne la pression
atmosphérique, donc:
p*=po+pgHy).
(La pression double chaque fois que I'on senfonce de 10m). La perturbation est |égére, soit a
son amplitude, et soit T la période des oscillations. En effet si on observe un fétu de paille ala
surface de la mer, ou le bouchon de la ligne de canne a péche, on constate qu'il n‘avance pas
avec les vagues mais revient alaméme place. Lavitesse est a/t. Soit A lafréquence spatiale, le
terme non linéaire ud/dx a pour ordre de grandeur par rapport au terme instationnaire d/0t:
(ud/ox)/(alat)~((alt)/\) (T)=alA,
donc on peut linéariser sl @A<<1. On aauss a/H petit: on Sintéresse a de petites perturbations,
mais H/A quelconque.
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W

avec alA<<1l a/H<<1 maisH/A quelconque (plustard on poserae=alA et d=H/A, ici € est petit
0 est quelconque).

Reprenons cette estimation avec les équations Euleriennes. la vitesse de déplacement de
I'interface est:

v=an*/ot" + u* an*/ox*, linéarisée en an*/ot".
donc (a/T) est bien lajauge de v*. En ordre de grandeur I'incompressibilité; ou™/dx* +av*/dy*
=0, donne V" et u* de méme jauge, a condition de mesurer toutes les directions avec la méme
longueur (ce qui est assez naturel).

3.1.1.2. relation de pression:
Lapression d'équilibre est:

P'=po+pg(Hy’)
On pose po + p g (H-y*) lavaeur hydrostatique (de repos), on étudie les variations autour de
cttevaeur:
po+pg(Hy’)+F
Lapression est donc écrite sous laforme:
pP'=po+pg(HY)+F.
al'interface elle sécrit exactement:
p*(x"y"=H+n")=po.
Donc
p*(x"y"=H+n")=po=po + p g (H-H-n") + P*(x",y"=H+n")
On en déduit que, de maniére exacte:
P*(x",y"=H+n")=pgn".
L'ordre de grandeur de P* est donc bien pga, et P(x,y=1+(a/lH)n)=n. La partie "active" de la
pression est bien reliée aux variations de l'interface:
op" 9P on”
o oc = PIo

3.1.1.3.  équations du mouvement
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Si I'état de repos est perturbé, pour lavitesse transverse il ne reste que P*:
p(ov*/ot" + u"av*/ox* + v oV Iay*) = - 0P /ay* +pgoy” /oy -pg
écrit de maniére linéarisée (s a/A<<1) celadonne:
p(ov*/ot* ) = - aP"Joy".
comparons en ordre de grandeur p(ov*/at* ) a-0P*/dy”, cela donne respectivement pa/t? et
pga/A. Celadonne 1/t2=g/A.
On remargue que |'accélération transverse est négligeable en ordre de grandeur par rapport a
|'accél ération de la pesanteur: alt2<<g car
1/t2=g/\=(g/a)(al\)<<(g/a) car (a\)<<1l.
L'ordre de grandeur de lavariation de pression P étant estimé apga on doit aussi garder
((@lt)/1) ou/ot ~ (-galA) oP/ox
qui est automatiquement vérifié:
Ut2=g/\
Remplagons T par savaleur (A/g)Y2 dans alt:
alt~ V((aA) (aH)) co ol co?=gH
or a/lH petit et a/A<<1. Lavitesse est plus petite que co qui est lavitesse "naturelle” (par analyse
dimensionnelle) associée a un fluide au repos de profondeur H. H aurait d'ailleurs pu étre
considéré comme une longueur naturelle. Ici on a choisi A et le temps associé obtenu
"pendulaire” (A/g)Y/2, ce qui semble raisonnable.

3.1.2. résumons nous
Achtung, ici u* et v* sont mesurés par (a/t)

N" mesuré par a
v mesuré par al't
u” mesuré par al't
X* mesuré par A
y* mesuré par A
P* mesuré par gH (a/lH) = cg? (alH):
p*=po+pg(HY")+P =po+pce? (1-y MH + (aH) P)
ou encore, p° mesuré avec pgH:
p=po/(pgH) +1-y A/H + (a/H) P
t* mesuré par T et
T= V(AH)/ co=V(NQ)
Par substitution directe:
ou/ox + ov/ady = 0.
(AU/dt + (al\) udu/dx + (al\) vau/dy) = - IPIOx
(AV/3t + (al\) udV/dx + (&) vav/dy) = - APIdy
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v(X,y=(H/A+(&@A)n)=0n/ot + (a/A\)uon/ox
v(x,y=0)=0.
P(x,y=(H/A+(@/A)n))=n

Linéarisons: (a/A\)<<1, d'ou, on a

ou/ot = - dP/ox

ov/ot = - dP/dy

J2P=0 et OP/dy = - ov/at en y=H/A et v=0 en y=0.
la condition de pression al'interface linéarisée en (a/A) vanous fournir unerelation liant P et n.
En effet:
P(x,y=(H/A+(a/A)n)) = P(x,y=(H/A))+ (&/A)ndP(x,y=(H/A))/dy + ...= P(x,y=(H/}))
Donc aufinal:
P(x,y=(H/A))=n.

C'est un exmple d'applatissement des conditions aux limites.

3.2. résolution
3.2.1. résolution en modes normaux
On cherche des solutions en F(y)e (kx-ot) (car les équadiffs sont invariantes en t et x), les
conditions aux limites portent sur y. La solution de 02P=0 est donc en P=etkye (kx-wt),
Substituons:
P = P, etkye (kx-at)+ p_ekyd (kx-wt)
donne
v = (k/(iw)) (Ps etkye(kx-wi) - pekyei (kx-o))
soit au fond v(x,0)=0 => P,=P. donc
v = (P: k/(iw)) (etky-eky) @l(kx-ot) = -j (2P, k/w) sh(ky) ei(kx-o)
par I'incompressibilité:
u = (P+ k/w) ch(ky) el (kx-wi)
et s on pose
N=(2P%) ch(kH/\) e (kx-wt) = nq e (kx-wt)
donc
u= (k/) n ch(ky)/ch(kH/A)
v=-i (k/w) n sh(ky)/ch(kH/A)
P =n ch(ky)/ch(kH/A)
alasurface: v=0n/ot=0P/ot
Vv =i (2P+ k/w) sh(kH/X) el (kx-ot) = jx(2P;) ch(kH/A) el (kx-wt)
Donc on obtient lafameuse relation de dispersion:
w?= k th(k(H/N))
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On remarque que |'écoulement est irrotationnel. En général, pour une houle linéaire sans
courant, il ne peut y avoir de rotationnel puisgu'il n'y a pas de transport (on rappelle que w est

conservé le long des lignes de courant)...

on trouve en redimensionnant w*2=gk™ th(k"H) qui est bien en ordre de grandeur:
1/12 ~ cp2 INH
On traceici le dessin destragjectoires... Que I'on peut voir en animation sur:

http://www.Imm.jussieu.fr/~lagree/SIEF/SIEF97/Houl eA.mov
I

— OO

-
O

I

I —
o I

I

I

profondeur infinie faible profondeur

En eau tres profonde les trajectoires sont des cercles de rayon décroissant rapidement. En eau
moins profonde, ce sont des ellipses, le petit axe diminue jusqu'a zéro, le grand axe reste a peu
pres constant.

Retenons donc larelation de dispersion des ondes linéaires de profondeur quel conque:
W 2=gk™ th(k"H).

3.2.2. 2 cas limites

*) s lefond devient de plus en plus profond:
w?= k th(k(H/M)) ~ k

H n'aplus de raison d'intervenir, et effectivement, il disparait:
112 ~cp2 INH et enréalité /12~ g/A.
Co est un artifice de calcul. Sur le graphe suivant on trace A en fonction deh awfixé. Si on se
donne exemple une houle océanique de période 10s, on voit qu'elle est de plus en plus courte
prés de la cote. La vitesse 21w décroit aussi. Ceci permet d'expliquer pourquoi les vagues
sont toujours paralleles alaplage! (la courbe suivante montre lalongueur d'onde fonction de h
lorsque I'on se donne w, cette courbe serait & modifier pres de A nul: la tension de surface
modifie alors larelation de dispersion: ce sont les ondes capillaires de longueur d'onde environ
egale a 1.7cm, vitesse ~ 23cm/s).
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longuewr d'onde en fonction de la profondeur a t=10 s

150 |

125 F
- houle incidente
100

73

20

25

20 40 &0 g0

*) s lefond est peu profond
w?2= k2 (H/\) avec H/A petit, ak fixé w devient de plus en plus petit. Le milieu n'est plus
dispersif. Les ordres de grandeur ne sont plus bons. Posons:
y=H/A (Y)
ce qui revient a mesurer la profondeur avec H: y*=Ay=HY . On constate que puisque, a Y =0(1)
k=0(1) et aH/A<<1 onach(kH/A)~1 et sh(Y kH/A)~YKH/A, donc:
u= (k/w) N ch(Y kH/A)/ch(kH/A) ~ (k/w) n = (WH)1/2n
P~n
Lavitesse et la pression ne dépendent plus de la profondeur, examinons maintenant la vitesse
transverse:
v=-i (klw) n sh(Y kH/A)/ch(kH/A) ~ (i WH)Y2n Y K) HIA = (i kn Y (HA)Y2)
On congtate que la vitesse transversale devient plus faible que la vitesse longitudinale, e rapport
de ces deux vitesses (v/u) est d'ordre (H/A)<<1.
Posons Q=w(H/A\)1/2 on a donc:
Q2=k2,
Le milieu n'est plus dispersif...

3.2.3. réexaminons les ondes linéaires
Avec ces nouvelles échelles:
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t* mesuré par Q=1 = (WH)Y2 V(Ag) =M cg= Ncg
Co prend ici tout son sens...
donc t1=A/cg
N" mesuré par a
achtung, ici u* et v* ne sont plus mesurés par (alt)
v mesuré par al't
u” mesuré par (MH) alt
X" mesuré par A
y* mesuré par H
P* mesuré par gH (a/H) = cg? (alH):
p" mesuré avec pgH:
p=po/(pgH) +1-y + (&/H) P
le terme non linéaire est maintenant de poids relatif (A/H) alt /A T = (alH)
Par substitution directe:
ou/ox + ov/ady = 0.
(ou/ot + (alH) udu/ox + (a/lH) vou/dy) = - 0P/ox
(H/N)2 (av/dt + (alH) udv/dx + (alH) vavidy) = - dPIdy
v(X,y=(1+(a/H)n)=aon/at + (a/H)uon/ox
v(x,y=0)=0.
P(x,y=(1+(@H)n))=n

ou/dy - (H/A) av/iox = 0.

linéarisation (a/H)<<1 et (H/A\)<<1:
ou/ox + av/ady = 0.
ou/oy = 0.
(ou/ot) = - oP/ox
0 =- dPloy
v(X,y=1)=0n/at ; v(x,y=0)=0.
P(x,y=1) = n.
(Remarquons que O = - dP/dy )
d'ouv =o0n/dty, et u=u(x)
on_ odu ou_ on

ot 0Xx ot 0X
on retrouve |'équation d'onde...

3.3. applications
3.3.1. vibrations dans les bassins
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On ame bien passer au potentiel de vitesse (suite ala remarque plus haut).

0
u —aX(p etv —aycp
Et netravailler que sur @. On aalors
02¢=0
lacondition alalimite sécrit alors:
eny=0
0%p_ 09
i oy
en y=-hp(t) :
0 _ _oho(t).
dy ot

par exemple bassin rectangulaire: solution en sin cos.

bassin cylindrique de rayon R: |a solutionsécrit avec les fonctions de Bessdl...
_ -iAw ch(pn(y+h)/R)
~ kK snpghiR)

Jo(pn I/R)sin(nB) pn est lan iéme racine de Jo(x)=0.

3.3.2. Houle non linéaire ...
On consultera Lamb... ou Debnath... ou Lighthill... Le pied des vagues sapplatit, |a créte
devient plus pointue...

Surface libre de la houle de Gertsner

X: position d'une particule

3.3.3. Application a |I'"hydrodynamique navale
Un bateau se déplace a la vitesse adim Ug, dans le repere relatif du bateau les équations

deviennent
ou U ou_ 0P

ot Cox  ox
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Ju ov_ 0P
i UO =
ot ox oy

02P=0 et dP/dy = - dv/dt + Ug ZV en y=H/A et v=0 en y=0.
X

et toujours

P(x,y=(H/A))=n.
Condition de rayonnement a l'infini, reste plus qu'a calculer les moments et les forces
sexercant sur le corps...
Lighthill p286: dans les estuaire, la présence d'eau salée et d'eau douce modifie larelation de
dispersion (KH neutre w?=gk(p2-p1)/p2+p1)), longueur identique, lafréquence est diminuée
(~de 10% dans le cas eau douce sur mer), la vitesse du bateau augmente donc par rapport ala
vitesse des ondes ce qui augmente la trainée de résistance de vague.

sillage du bateau... I'angle de 19°5 du au fait que la vitesse de groupe est 1/2 de la vitesse de
phase... (cf Carnaval de la physique Jear Walker Dunod 1984/ Pour La Science, Avril 1988,
Van Dyke an abum of fluid motion) .

Lorsque I'on observe un bateau, son sillage est toujours le méme, il alaforme d'unV de méme
angle quelle que soit sa vitesse. L'explication, due a Kelvin 1887 provient de la relation de
dispersion w?=kg, la vitesse de phase est veg=w/k=Vg/k le double de la vitesse de groupe
Vg=V¢/2. La droite BW représente |"'onde de choc" due a la vitesse de phase pour "une"
fréquence particuliere et sinB=cy/v. Ladroite BM représente I'onde de choc pour la vitesse de
groupe associée et sina=vg/v. Pour chague valeur de 6, il y aune valeur de a, ce que I'on veut

c'est lavaleur maximale de a. C'est cette valeur maximale qui dessine le sillage.

W' onde de choc due aux vitesses de
phase

onde de choc visbledue ala
vitesse de groupe

A

M est au milieu de AW, posons AB=L, AM=AW/2=LsinB/2, on adonc:

sina/AM=cos6/BM=2sina/L/sin
et sin(6-a)/MW=snW/MB=1/MB=2sin(6-a)/L/sinB, donc:
cosB 2 sin(B-a)/sinB = 2 sin a/sinB, soit au final:

o= sin 26
2 (1+cos+206)

Lemax de a est obtenu pour 6~44,72° soit un sillage d'angle total
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20=38°56'33".

les vagues sont confinées dans un angle de

19,5° de part et d'autre du bateau. L'origine de
I'angle est environ a une longueur en avant de
la proue.

38°56'

(s [{age turbulent
AN

3.4. énergie pour les ondes linéaires dispersives
Posons pour notre onde dans une eau de profondeur infinie:
@=pcos(kx-wt)eky
n=no sin(kx-wt)

@o=-(k/w)no
et évaluons les moyennes, dans un premier temps la moyenne spatiale (sur une longueur
d'onde):

A
<sin? kx> =<cos? kx>=A-1 Js n2 21x/A dx= 1/2

Lamoyenne d'un cos au carré est 1/2. En revanche on définit lamoyenne sur la profondeur par
0

<e29>= [evdy =1/(2K)

Ayant fait ces remarques évaluons |'énergie totale d'une tranche de longueur A de fluide:
* énergie potentielle, elle sobtient en remaguant que son accroissement est proportionnel ala
variation de hauteur dn d'une masse (pn), d'ou:
Ep = <pgn2/2>
En moyenne sur une longueur d'onde:
pg no?/4

* énergie cinétique:
Ec =<p (u?+v?)>/2 = <p (W)> = (U4) pk go? = (1/4) pk (K/w)no)?
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Remarque: cas du clapotis, c'est une onde stationnaire il faut diviser par 2.
L'énergie cinétique sécrit encore puisque w?=gk: pg no2/4. Il y a donc équipartition de
I'énergie.
1
E =Ec+Ep= 5 pgno?

Maintenant que nous avons défini |'énergie, on veut savoir a quelle vitesse elle se déplace.

3.5. vitesse de groupe et vitesse de phase ...
3.5.1. phase

L'édévation de lasurface deI'eau est de laforme:
N = na(x,t)exp(i(kx-wx))
¢= (kx-wt) est laphase, n1 est I'amplitude que nous avons jusqu'a présent pris constante, mais
qui peut varier lentement avect et x. On adonc pour ¢:
k=0¢/0x et w=-0¢/0t.

On remarque que |I'on adonc aussi:

0k/0t+0uyax=0.
On peut faire apparditre une "équation de continuité de la phase”, I'équation précédente peut
auss sécrire en effet:

ok/ot+a(kc)/ax=0.
Dans un milieu dispersif, w(k), on adonc:
0k/at+vgok/0x=0, avec vg=0w/ok

Ce qui signifie que k est constant le long des courbes x,t verifiant dx/dt=vg, ak fixe, ce sont
des droites.

3.5.2. Modulation du paquet d'onde...
deux sinus purs

On présente deux premiéres approches simples... la premiére consiste afaire la somme de deux
ondes sinusoidale de fréquence kg et ko+Akg et d'observer le battement... On fait la somme et
on développe grace aux identités trigonomeétriques. cosp+cosq = 2 cos(p+q)/2 cos(p-q)/2 ... et
comme on peut simplifier en développant puisgue I'on suppose que I'écart de fréquences est

petit:

ko+Ako/2~ ko et w(kot+Akg)~ w(ko)+Akodw/ok+...
donc la somme de deux ondes de fréquences |égerement différentes donne:
cos(kox-w(ko)t)+cos((ko+Akg)x-w(ko+Ako)t) ~ 2 cos(kox-w(Ko)t) cos(Akg(X-t0w/dk)/2).
L'amplitude de I'onde somme 2cos(kox-w(kp)t) est modulée par cos(Ako(X-tdw/dk)/2),
I'envel oppe se déplace ala vitesse 0w/dk. C'est ce que I'on observe sur le dessin suivant:

Plot[Sin[Pi x]+Sin[(1+. 2)P x],{x,-30, 30}, Frame->None]
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Laporte
La seconde étape classique lorsgue I'on introduit la notion de vitesse de groupe consiste afaire

la somme d'un paquet d'ondes de fréquences piquées: une courbe en cloche autour de kg de
largeur Ako.
Une onde est considérée comme la somme de toutes ses fréquences spatiales et alors on peut

écrire pour |'évolution d'une onde dont la forme au temps t=0 a é&té décomposée en modes F(k):
(e0)

n= ﬁ:(k) ei(kx-wt) gk
—00

On privilégie pour commencer un cas simple: F(k) présente un pic en kg et comme on peut
développer:

k = kot (k-kog) €t w=wyp + dw/dk (k-ko) + (1/2)wxn" (k-kg)2 + ...
Posons k=(k-ko) et vg=0w/dk et développons le déplacement n au voisinage de cette fréquence:

[00]
n=exp(i(kx-wqt)) IF(K) exp(-ik(x-vgt))dk
— 00
exemple: s F est réduite alafonction porte F(k)=1 pour ko-Ako/2<k<ko+Akg/2, et O sinon:

00

F(K) exp(-ik(x-vgt))dk = Akg sinc((x-vqt)Akp)/2)
I g g

sinus cardinal... sinc(x)=sin(x)/x est une fonction "piquée" en 0. L'enveloppe se déplace ala
vitesse de groupe Vg, les petites ondes se déplacent plus vite ala vitesse de phase co.
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TR e T

Que se passe t il pour les temps trés longs lorsgue wg''t N'est plus négligeable? C'est ce que
nous allons voir maintenant...

3.5.2 vitesse de groupe.
Le calcul précédent est un peu simpliste, reprenons le. On part de:

(00]
n= ﬁ:(k) el (kx-wt) gk
—00
Cette intégrale est en fait difficile a calculer car onI'avu il y a beaucoup d'oscillations qui se
compensent mutuellement. On va appliquer I'idée de la phase stationnaire (méthode du col),
pour celaon commence par privilégier un rayon x=Vt, ce qui permet d'éiminer la dépendance
en x. L'onde n se développe aorsen:
J' F(k) exp(id)dk ou ¢p=Vk-kc(k)
La contribution principale de l'intégrale est donc lorsque ¢ varie peu avec k, c'est adire lorsque
0¢/0k=0. La dérivée sannule justement pour un certain kg tel que:
V=vg=0w/ok en ko
On dével oppe au voisinage de ce ko:
w=wg + Vg (k-Ko) + (1/2)wp" (k-kp)2 + ...:
et on injecte dans I'intégrant:
(0]
n= _[exp(i(kvg-ooo)t) F(K) exp(-wo"((K-ko)/(V(-2i))2+...))dk
— 00
Or, seule la fréquence kg est sélectionnée, en effet F(k)=F(kg)+(k-kg)dF/dk +..., les termes

autres que F(kp) ont une contribution négligeable, il vient:
o0

n~exp(i(kovg-wo)t) F(ko)  [exp(-wo"((k-ko)/(V(-2i))?))ak
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L'intégrale de exp(-wy"((K-ko)/(V(-2i))2)))dk est réécrite comme (-2i/(wp"t)) Y2 exp(-s?)ds soit
[o0]
en définitive puisque J'exp(-s2)ds=r[312:
-00
~ iV(2m) €4 (wo"t)-Y2 F(ko) expli(kox-oot))
L'amplitude de la surface surface décroit au loin en t-1/2, et ce le long du rayon Vg, en dehors de
ce rayon, les ondes sont inexistantes. Le paquet d'onde se déplace bien alavitesse vg.

Pour les Saint Thomas: ils peuvent vérifier a mano que la solution de I'éguation (que

I'on appelle aussi équation de Ginzburg-Landau:
oG 9G 902G et (x-vt)2
—+vV aG- b——éxéteﬂe— exp(-

ot ox ox2 ~ oo 2v(Tibt) PCapt)

et que pour t tendant vers|' o, cette solution devient G =

pour x=vt, G=0, sinon. En
2V(Tihot)
identifiant |es parametres

w=wg + wp' (k-ko) + 0;0 (k-kg)2 + ... ou encore
W= wp - wo' ko + % k02 + (wo'-wo"ko) k + wTO k2

wo'
La phase est Vk - wp- wg' (k-kog) +—5 — (k-kp)?, elle est bien extrémale et égale a wyo

pour V=wy'. Heuristiquement, si on remplace:

W - i— g QN 0
ot 0x
On obtient alors une équation linéaire :
0 0
0+ (@o-wo'ko) 6 = (i (o - wo o+ X k) +i g ¢
et vg=x/t, qui est bien de laforme proposee appel ée équation de Ginzburg- Landau
-vt)2
o + Van —ap+b— 0%y . de solution impulsionnelle e exp(- (A),( \l:/)t)t)
ot  0x ox2 2V(Tibt)
C'est aussi une éguation proche de I'équation de Schrodinger
—¢-—0=F
o <I> ¢ (¢);

3.5.3 vitesse de propagation de |'énergie
onde linéaire

Classiquement pour I'éguation des ondes non dispersives, on montre que I'énergie se déplace a
la vitesse cp... En effet pour les ondes linéaireson peut mettre les égquations sous forme

conservative: variation d'énergie=flux:
on ou ou on

—= -nN— aec u—= -u
r]6t r]ax ot 0Xx
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10 0
donne >—(N2+u?) =-—(u
2 ot (n ) ax( n)

Or I'énergie est de laforme Ezﬂn |2dx, et comme on suit une onde se déplagant vers la droite

n=u, 1/2I(r1 2+u2)=J’r] 2=F, et : Iur] =J'r]2:E, on al'équation d'advection:
% £4+12 E=0
ot 0x

la vitesse de propagation de I'énergie est bien 1 (cg adim).

houle de Stokes-Airy
Observons se qui se passe maintenant dans ce cas dispersif, les égquations d'évolution, apres
multiplication par u pour la premiere et par v pour la seconde et par intégration par parties
deviennent:

ud(u)/ot = - d(Pu)/ox - Pou/ox & vav/ot = - d(Pv)/dy - Pov/dy.
Si on écrit la condition de surface libre sous la forme non /ot = v(x,0)n. La somme des trois
équations membre a membre fait se dévoiler I'énergie totale ainsi que ladivergence de la vitesse

qui est nulle:
0.1 O0(Pu) 0o(Pv)
—5 U2+v2nd)] =- — - =" + v(x,0)n,
at[2 ( n)l ox | dy (x,0n
puis par intégration en y de la surface au fond, et comme P(x,0)=n:
O _ 00
ot 0x
. U2+v24n2 o . .
OUE= Tdy est I'énergie totale & @ = [Pudy est le flux dimpulsion. Il ne reste plus
gu'aintégrer eny (facteur 1/2k) puis a moyenner sur la longueur d'onde (facteur 1/2) pour
obtenir <E> = % No?, puis de méme pour Pu:
W

r]OZ w
<¢>:Q)r]02/(2k)/2:7 (i) :(Zk)E'

W
mais comme w?=K, vg=6w/6k:(£). On constate que:

oE
a£ + Vg —=0.
ot 0X
L'énergie de tout une tranche moyennée en espace de la houle dispersive en eau infiniement
profonde est transportée a la vitesse vg. (On peut faire le méme calcul dans le cas d'une

profondeur quelconque, mais c'est plus pénible).

cas genéral
Observons se qui se passe maintenant dans le cas dispersif général, avec
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[00]
n= j F(k) ekt dk  donc n(x,0=TFL(F) et F=TF(n)

— 00

F(k) est lemode associé ak autempst:=0 on a par Parseval,:
E:J'|r] |2dx = J’|F(k)|2dk.
(avec peut étre 1t perdu). Si on considere un paquet d'ondes centré entre kg et ko+Ak son
énergie |F(ko)[2Ak est donc dans I'intervale X1=tvg(ko) et xo=tvg(ko+Ak) de longueur tlog"|Ak
(obtenue par D.L. de x2-x1), I'énergie par unité de longueur est alors
IF(ko)[2/(tlcao])

Par Parseval, c'est I'amplitude au carré, c'est bien consistant avec le fait que I'amplitude
associée soit en F(ko)/(tlwo"[) Y2 (comme nous I'avons vu dans |e paragraphe précédent).

Reprenons I'énergie dans I'intervale x1 Xo, elle est proportionnelle &
X2

E(t):x‘[ F(K)F* (k)/(t|oo"]) dx
1

Dans un systeme de coordonnées se développant a la vitesse de groupe: (le long des rayons
x=0'(K)t:
k2

E(t)= k[ F(K)F* (k)dk
1

S on dérive par rapport au temps, en posant al'amplitude de n et en faisant attention au fait que
les bornes varient

X2
2
%E = # a%dx + w'(k2)a2(x2)-w'(k1)a(x1)=0
X1

et lorsque xo-X1 tend vers zéro:
022 . d(vgad) 0.
ot 0x
Ladensité d'énergie est I'amplitude au carré et le flux d'énergie est vgaz, I'interprétation de ce
résultat est que I'énergie moyenne se propage a la vitesse de groupe.

4. ondes non linéaires non dispersives de surface

4.1. ordres de grandeur dans le cas linéaire

On étudie maintenant un écoulement en faible profondeur (grande longueur d'onde...). Il sagit
de I'écoulement dans un canal avec une vitesse ug donnée (c'est différent par rapport au point
de vue delahoule, en mer, ou les vitesses transverses et longitudinales étaient les mémes; on se
rapprocheici de ce qui se passe dans un fleuve, ou un débit est donné).
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On vamontrer qu'en faisant H/A petit puis a/H petit (au final H/A petit et donc a/A = (H/A)(a/lH)
petit) on retrouve la paragraphe précédent ou on avait fait a/A et a/lH petits puis H/A petit. 11
sagit de deux manieéres différentes de passer a a/A<<1 et a/lH<<1 et H/A<<1. Bien entendu on
espére retrouver laméme chose!
/\a_r\)\_/_\_,_/
4>
r H uo
_— >

On veut garder toujours v*=(alT)v car c'est la condition cinématique de surface. Prenons le cas
d'un écoulement (poussé par une marée, piston, débit d'un fleuve...): ug est lajauge de u. alt
est intouchable, mais on avu que ugp et alt ne sont plus forcément du méme ordre de grandeur.

ou™/ox™ +ov*/oy* =0
v varie sur la profondeur H (passe de a/t a 0) donc ug/A=(a/t)/H. (c'est le rapport de ces deux
vitesses (v/u) qui est d'ordre (H/A\)<<1 comme nous |'avons vu plus haut.)
La quantité de mouvement associée al'expression de P* donne:

(ug/t) ou/ot ~ (g &A) on/ox
donc
(M1)?=co?

etains up=(a/H)co

-ou*/ay*+av*/ox" =0
donne puisque u varie sur la profondeur H: du/dy = (alt)(H/A)/ug av/ox = (HIN)2 av/dx

s onprend (H/A)<<1, approximation de grande longueur d'onde, du/dy=0
ou™/ax”™ +ov*/dy”" = 0 est intégré sur la section, on peut permuter I'intégrale

y
y
+y=- ou dy = 0 udy = -i(u(1+(a/H) n))
o) oX 0X
on 0
=—=-—1(Uu 1+ a/H
at aX((( )n))
linéarisons:
6_r|: a_u avec@= a_r]

ot 0Xx ot 0X

donne I'équation des ondes précédente.

4.2. ondes non dispersives non linéaires de surface...
Il sSagit des équations de Saint Venant ou Shallow Water ou équations en eau peu profonde...
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4.2.1. ordres de grandeur
achtung, ici u* et v* sont mesurés par des jauges différentes comme nous venons de le voir a
I'instant.

N" mesuré par a
V" mesuré par acg/A=alt
u” mesuré par ug
X* mesuré par A
y* mesuré par H
p" mesurépar p* = po+ pgHy + pco? (alH) P =t* mesuré par 1 et
T= MAcg
et Up/co = (a/H)
H/A<<1 est I'hypothése fondamentaleici
ou/ox + ov/dy = 0.
duldy - (H/N)Av/dx = 0.
0

(a—u + (alH) ua—u + (alH) va—u) =-—P
ot 0x ay 0x

(H/)\)ng + (a/lH) lﬁv + (alH) vgv) = -iP
ot 0X ay ay

P=n et v=0n/ot + (a/H) udn/ox en lasurfacelibre

et v=aurlefondona v=¢gFud¢/ox eny=0

s on pose 0=(H/A)<<1 et e=(a/H) il nereste que (remarquons que 0 = - dP/dy)

ux,t) (du/oy =0)
ou ov
- + -
ox oy

=0.

(a—u + € lﬂu) = -ir]
ot ox ox

et @rﬁstﬂn)-sFuOE/ax:
ot ox

Cette derniére vient de

1+en
ou
v=-m—d
[J[jax Y
§
or nous avons le résultat bien connu portant sur les dérivations d'intégrales:
R

R

0 0 0
— ((f) d :#fd + —Rf
ax(‘_[() y ax() y 0x

Cette relation tres utile se démontre simplement, soit F une primitive de f:
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y2
F(x.y2)-F(x,y1) = ny(X,y)dy
1

donc, s yi(x):

OF(X,y2(x))/ox - OF(x,y1(x))/0x= dF/0x + OF/dy (dy2/0X) - OF/dy (dy1/0X)
(Cest larégle de Leibnitz).

0 0
v=- — ((I+n-¢)u) +u —
i ((1+n-¢)u) x|
0 0 - L
or V:Erﬁ ua—r],onendedwtIarelatlonflnalepour n.
X

4.2.2. équations finales

On obtient donc (fond plat):
(a—u +€ uiu) =- ir|
ot 0x oX

0 d
—n+ —(u(1+en))=0
PULIPRCEL)

S on repasse aux dimensions (fond plat):

0 0 0
—Uu+ u_—u=-g_h
(at 0x )= 0X
a—h+ i(uh):O
ot  ox
s on préfere poser hy-hy=h la hauteur d'eau (hy, déplacement de lavague, hy forme du fond),
. h "
référence
on adansle casou lefond n'est pas plat:
0 0 0
—u+ u_u=-g_h
Gt o) =9 M
a—h+ i(uh)=0
ot  0x

Ce sont les éguations de Saint Venant.

4.2.3. caractéristiques et applications

4.2.3.1. _invariant de Rieman
Le but du jeu est d'écrire les égquations sous la forme dite caractéristique. On les écrit d'abord
sous forme conservative:
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2
Sur 2% gn=08 2 Cun=0ie Y+ —g
ot X ot ox 0x

2
U=(uh); F=((5 + gh) (uh))t
Mais on peut aussi I'écrire oy + a—F. oy =0.
ot 0JU ox

A=0F/oU = ((u ,g),(h,u))t. Le systéme est dit hyperbolique si A est diagonalisable (C'est le cas
et lesvaleurs propres Ag,p sont u+v(gh)) et de vecteur propre a gauche G et adroite D:
G.(A-Agl)=0. (M-Apl).D =0 et G.D=I
ouU ouU ou _

donc G-— + G A.F(0U;0x) =0estauss G~ +Ag G.— =0
ot ot 0x
Lelong de lacaractéristique de vitesse A\g on &
G gu 0
. dX - .

c'est une équation différentielle ordinaire. Si cette équation est intégrable, le résultat est une
fonction qui est constanate le long de la carctéristique, elle est appelée invariant de Rieman:

[Zt + (u+V(gh))§X] (u+ 2V(gh))=0

0 0
[+ (u-V(gh)) ] (u-2V(gh))=0
ot 0X
Pour les ondes non linéaires on a conservation des invariants de Rieman u+2v(gh) le long des

caractéristiques aux vitesses caractéristiques (u +v(gh))

4.2.3.2.  rupture d'un barrage
au temps t=0, un barrage se casse...

4.2.3.3. _casdu ressaut
Le ressaut mobile... ou fixe... cf. Hulin Guyon Petit

W
Usy
—» h
Thl U:I 2 > <4
ressaut fixe mascaret/ ressaut mobile

Les équations SV peuvent étre écrites sous laforme globale:
d _
a [5 hdx = 0

d d pgh?
(e + J G C5d=0
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Sachant que si une discontinuité traverse alavitesse W un éément matériel que I'on suit dans
son déplacement:

d _ [ 9 ~,0 ) )
& JCox = j](dtc + (Cu)de - [COW-U)]

ou [] est le saut au travers de la discontinuité. On a donc:
W=(U1h1-Uzhp) et s F=(u-W)/Vgh) F22=(1+V(1+8F12)3/(64F14). etc...

4.2.3.3. _Ledéferlement
Ce ressaut est une solution discontinue, cette discontinuité sinterprete comme le déferlement de
ce ressaut sur une distance plus courte que la distance choisie A. Nous alons montrer ici dans

un cas simplifié et linéarisé comment une vague réguliére se raidit pour donner un choc: le
déferlement. On en déduit que pour une onde se déplacant vers la droite (u - 2 V(gh)) est
constant donc si la surface n'est pas perturbée au loin:
u = 2v(gh) - 2V(gho)
L'équation en eau peu profonde:
oh  a(uh)_,
ot 0x
avec h=hg+n et u=2+(gh) - 2 V(ghp) devient;

on . (2 V(gh) - 2 V(gho)) 32 + (hot+n) V(

2=
ot

-9
hotn ox
"+ BYgthorn) - 2 ¥(gho) 21=0
ot 0x
en développant pour les petites amplitudes:
(3v(g(ho+n)) - 2V(gho)) = V(gho) (3(1+n/ho/2+..)-2)=V(ghg) (1+(3/2) n/ho+ ...)
ce qui donne
on
ot
Si on fait le changement de variables E=x-t et T=t, on se place dans |e rpere de I'onde qui se

+ co(1+(3/2) n/hg) n =0.enadim: n + (1+ g eN) n =0
0X ot ox

déplace alavitesse 1 (au premier ordre). On a
0 0 o 0 0 d

ox 98 ot 08 ot
donc:

0 3 _0dn

—MN+5en_-=0

ar 255

il faut donc poser T=1/¢, c'est adire que lajauge en temps est trés grande. C'est un temps long.

On obtient alors |'équation de Birgers:
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0 3 0n_

a—_l_r] + 5N E =0

pour simplifier les notations on pose t=T et x=(2/3)&. L'équation d'advection
n, o
ot 0x

peut se résoudre connaissant n(x,t=0)=no(x) ladistribution initiale. Le long des droites:

x=No(&)t+& (passant en t=0 en x=¢& laou la hauteur était ng(x=¢)) la hauteur est conservée:

n(x,t)=no(&) = no(x-no(&)t)
On vérifie du/ot=ng'(§)(0¢&/at) et ou/ox=nq'(&)(0&/0x), or
0&/0x=1/(no'(§)t+1) et (0&/ot)=-no(&)/(no'(§)t+1). OK. Laqueue de la vague sétalle de plus

en plustandis que le haut dépasse |'avant.

=0

t3
- X
12
> X
11
> X

Lorsque le haut dépasse le bas, le choc se produit lorsque I'on résout nos équation (car n est
une fonction de X, la méthode des caractéristique introduit 3 valeurs).
Les éguations SW ne sont en réalité plus valides: il se passe des phénomenes a des échelles
courtes. un bricolage; la viscosité qui va lisser le choc. On gjoute un terme de viscosité
artificielle en va2u/ox2:

on, on_ %

ot ox  0x2
Celafait apparaitre une échelle courte v.

4.3.2. note sur la marée
* Amplification de I'onde de marée dans un bassin.
dans un bassin rectangulaire, de longueur L, en x=0 on donne ngcos(wt)
N=nocos(x)/coxPL cos(wt); B=wyc.
II'y adonc résonance pour BL=172... Marées importantes dans la baie de Fundy (Canada) et en
Manche
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* Variations lentes du fond ud/ox petit, il reste:

02u 0, adu
-~ = —(gh—
o2 ax(g ax)
* Amphidromie de Kelvin

Si on tient compte de Corialis... point d'amplitude de marée nulle (ex dans la Manche).

5. écoulements avec Viscosité

5.1. amortissement visqueux des ondes linéaires
5.1.1. amortissement volumique:
Posons
@=ocos(kx-wt)eky
N=no sin(kx-wt)
¢o=-(k/w)no
et définissons des moyennes
A

<sin2 kx> =<cos? kx>=\-1 JSI n2 21x/A dx= 1/2

en revanche on définit
0

<eky > = Iezkydy =1/(2k)
-00
De maniére tres simple, on peut estimer |'amortissement des ondes gravitationnelles comme
Landau (Landau p130 825), variation de |'énergie pour tout un volume de contréle:
pde/dt=o0:D=-pdV +2uD:D
Il nous faut évaluer

Or par définition:

D'ou I'on tire la dissipation:
<2pD:b>=- [ugv + w2+ 2u( 2+ 2p Py
X 0y Ox dy

Or, g=gpcos(kx-wt)eky dans le cas de la houle de Stokes, @ dépend du temps: @o(t)=(k/w)no(t)

varie lentement sur une période...
a—v + 9 u = -2 k2 @p sin(kx-ot)eky
ox oy
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donc (moyenne sur une période pour X), et ¢ varie lentement avec le temps on intégre sur toute
la profondeur... Donc ladissipation
<2uD:D>= [u (4) (1/2) + 4p 112k@o?> k4 1(2K)= 2 @2 k3
varie comme le cube de k (cf Lamb § 348) or cette dissipation correspond a la diminution
d'énergie:
d

GE= <2uD:D>

L 'énergie mécanique totale E est la somme de I'énergie cinétique + potentielle, c'est aussi:
2 *|'énergie cinétique = 2 (<p (U2+v2)>/2) =
donc lavaeur moyenne de I'énergie E est
2 <p (Ud)> = 2 pk2 @2 (1/2) 1/(2K)
savariation par rapport au temps est donc telle que
4D pki2) =292k
(@D =-avi2 g2
d'ou une décroissance avec un temps caractéristique de 1/(4vk?) = g2/(4var?)
or I'amplitude de lavague est ng et go=kno, donc
Ao =-2vk2no
une décroissance avec un temps caractéristique de 1/(2vk?) = g2/(2vw?) =0.71A2 (A en cm)
onde capillaire durée de vie courte s A=100m houle océanique, durée de vie 900 jours)

5.1.2. s maintenant on se place prés d'une paroi
5.1.2.1.  profil danslacouchelimite
La vitesse longitudinale est de la forme u=ugcos(kx-wt) (vitesse de glissement), probleme de

Stokes: prés de laparoi (en fait en variables de couche limite)
0 0 02 0 0 92
—u)=-—P+v_—U <=(Cu)=(CUpg)+tv_—_u
™) = ox” "V oy2 G = G0 Vo

On cherche des solutions complexes en u-Ug = A exp(Ky+i(kx-wt)) d'ou
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Jw=vK2 doil K==+(1i)B avec B:\/%

Lasolution est donc en exp(-(1+i)By+i(kx-wt)), soit en réel:

u=ug cos(kx-wt)-ug cos(kx-wt-py)eBy .
Il est ensuite intéressant d'étudier e second ordre de cette éguation. On consate que les termes
en cos(kx-wt)2 sont présent, ils produisent donc en moyenne un léger courant de dérive. La
valeur de ce courant est fondamentale pour la connaissance du transport des particules en

(00)
suspension. Sl on veut, 01Ug= Up-u) ay ae Init une epaisseur ae aep acement V/iW
ion. Si B1u0= ((Uort) d défini 4pai de dépl V(v/w)

(1+)V2

e

c'est comme si le mouvement était un peu moins profond que prévu: le fond est en -hg+d1, la
profondeur diminue de 8;. Donc si wp=((g+ok?/p)kth(kh))1/2, le vrai w devient (Lighthill
p231):
w=wp(1 - wgl 310wg/oh + ...)
w=wp(1- (v/2w)V2 (1+i) k/sh(2kh))
Commeon a
w = (0 - (WV/(8h2))V2 (2kh)/sh(2kh)) - i ((ww/8)Y2 1 (2kh)/sh(2kh))))
|a perte d'amplitude a un temps caractéristique de l'inverse de ((ww/8)Y2 1 (2kh)/sh(2kh))))
négligeable en eau profonde. En eau peu profonde:
w = (000 - (c0pv/(8h2))V2) - i (cwov/(82) V2 = (wpry) iy = dlp -y
L'amplitude se comporte donc en exp(-i(w'g - iy)t)=exp(St)
L'énergie est proportionnelle au carré de I'amplitude (Re(u)=(1/2)(u+u”), donc &
(exp(St)+2exp(S* D2

si on développe, on trouve sans peine (S = -iwt-yt; S* = iwt-yt):
e 2t (cos2w'p)/2 + (1/2) et
lavaleur moyenne, sur une période L/wg est telle que le premier terme est nul, il nereste quela

décroissance lente en 2. On en déduit que :

%UOZ =- 2yup?

est la perte d'énergie par unité de temps.
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5.1.2.2. dissipation presdelaparoi
On retrouve ce résultat s on calcule directement la dissipation:

<2uDD>=- ﬁE[u(:Xv + gyu)2 + 2u<‘2‘;)2 + ZM(Z\;)Z]dT =

Le terme dominant est;

u<(§ u)2> =pug? B2 (1/2)/H
y

car
[00]
<e2By>=H1 J e2Bydy = 1/(2BH)
D'ou:
G <p (12> = dug2lct (p)(1/2)/(2BH)
Et en ré-assemblant, et en posant y:\/% ;
%Uoz =- 2yug?

Cequi est ce que I'on venait de trouver.

5.1.2.3. note utile par |a suite pour les solitons

etc. Miles: il se donne une onde élémentaire n(t) =no(t) variant lentement sur une période. Donc

d WV
dNo?=- 2Vg 5M0? =-2yNo?

y coeff d'atténuation. On remarque que si on limite le canal en largeur, le méme calcul sur les
bords donne: un y total de:

wv 2d
Y=Vg2 1+7)

Si on prend une onde somme de toutes ses composantes de Fourier:

(0]

n=(2mnl J’A(K,t)eiKXdK

t
avec X=x- cht ou c est la vitesse de phase qui est |égérement différente de ¢. La généralisation

de I'éguation pour un mode donne:

©0 (o0}

d
. J|A(K,t)|2dK:-2a J K12 |A(K,D2dk et a=(kd)-L2y
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L'onde solitaire est a ch(3a/4d3)1/2x)-2 et c=c(1+(a/2d)) comme nous le verrons par la suite, la
décomposition en modes donne:

A = (4/3)Td3k cosch(mi(d3/3a) Y2k )
on en déduit apres des calculs:

a(t)=ao(1+C (ag/d)V4at)4

C=0.2372... (sexprime avec I" et lafonction de Rieman...)
qgui démontre le résultat dit de "Keulegan®. Le résultat est que la viscosité diminue peu
I'amplitude...

5.3. saint venant visqueux démarche naturelle

5.3.1. équations de NS
Moindre dégénérescence des équations dEuler si X et y sont mesurés avec hg et les vitesses u et
V mesurées avec cg. Le Reynolds vaut alors R=cghg/v.

on ale systéme:

a—u + —v=0
0x y
2 2
(—u+bhu+v(iu):-i % C— +a—)
ot oy ox ox2  dy?
2 2
(—v+u—v+va—v)=-i % (a— +0_)
ot ox dy dy ox2  0y>

Les équations ala surface libre sont aors:

Curtn@Ch 2 Cy-2u =0
dy 0x 0X y 0X O0X

oh o 9 oh, a oh a oh
PA+CH)H+HR) Cv+_u ()2-—u_— - —v_)=0.
(o)A )AHIR) € vt o U G o ™ ax o
e
V:ih+ Ugh
ot 0x

ie contrainte tangentielle nulle et contraine normale égale ala pression athmosphérique.
Au fond: adhérence.

5.3.2. équations de couche limite associées:
en y->0 u(x,y)->Ug(X), c'est la vitesse de glissement. On introduit &g (& ne pas confondre avec
le précédent), 5=RL/2,
0

—u + iv=0.
ox ay
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0 d 0 0 02

(Lbu+uu+vu=-—P+_—u

ot ox oy ox  0y2

0=-%p
oy
C.L.
u(x,y=0)=v(x,y=0)=0 et u(Xx,y->00)->Ug(X)
5.3.3. vitesse au fond

Examinons plus précisément le raccord. Il sagit |a de I'analyse de STEWARTSON 64 (voir
Cousteix p 123, il préfere garder I'équation de I'entrainement ...), partons de I'équation de

I'incompressibilité:

a—u + iv:0.
0x oy
on lasoudtrait a 9 Ue. d'ou:
oX
0 0 0
—V=_—"(Ue-u)- —Ue.
oy ax( e~ ) 0x ©

donc
0 0 0 0
V(o) -v(0) = —(Ued1)- ~ Upy=Ue — 01+ (- Ug (01-Y)
[3)4 ()4 ()4 ()4

y est ici mesuré avec VRY2 ainsi que v.
On voit que la vitesse n'est pas bornée a l'infini, pour lever ce probleme on passe au fluide
parfait. Dansle fluide parfait au voisinage de laparoi, on &

u=ue+iuey + .
oy

0 N .
V:Veo+a—vey +...0uYy est mesuré avec L.
y

donc;,:
0
V=Ven- _Uey +
0X
La démarche classique sarréte |4, on dit que Ve0=0. Mais en réalité la vitesse induite par la

couche limite et qui est ressentie par le fluide parfait comme une vitesse alaparoi (vitesse de
transpiration, elleest en 1/RY 2) est donc obtenue par

d
Veo= — (Up 01).
ox

Remarque, s on a effectué latransformation de Prandtl compl ete, les équations étaient, pour la
couche limite, les mémes, mais:

y esty-f(x,1),
e
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vestv-gf-uif.
ot ()4

donc:

0 0 0
Vo= —(Upd1) + —Ff+u—f.
0 ax( 001) ot 134

saint venant visqueux serait de tenir compte non seulement du d/0t mais du 9/0x...

I'intégration de dxu=-dyVv sur toute la section donne la méme équation que |a précédente
raccordée avec le fluide parfait.

5.4. Nouveau Probléme interactif
équation de fluide parfait + vitesse de transpiration...

6. Les solitons

6.1. premiere approche du soliton.
6.1.1. dispersion
Partons de larelation de dispersion
w?=gk th(kh)
et développons ladans le cas peu dispersif (eau peu profonde) et longueur d'onde grande kh->0
w? = gk(kh -(kh)3/3 +(2/15) (kh)>- ..))
62 = (gh) k2 (1-5 (kN)3 + ..)
donc puisgue I'on pose co=v(gh)
w=teok (1§ (kh)2+ ..)
On en déduit, en prenant la valeur + qui est celle des ondes se propageant vers la droite, que
cela correspond al'équation de dispersion de I'évolution linéaire de:
on, on_ coh?d%n _
o Do 6 g
6.1.2. non linéarité
On avu pour les ondes non linéaires que la conservation des invariants de Rieman u+2v(gh) le
long des caractéristiques aux vitesses caractéristiques (u +V(gh))

d 9 _
[a + (u+V (gh))&] (u+ 2V(gh))=0

d d ~
[E +(u-v (gh))&] (u-2+v(gh))=0
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On en déduit que pour une onde se déplacant vers ladroite (u - 2 V(gh)) est constant donc si la
surface n'est pas perturbée au loin:
u=2v(gh) - 2v(gho)
L'équation en eau peu profonde:
oh , a(uh)_
ot 0Xx
avec h=hg+n et u=2+(gh) - 2 V(ghg) devient;

M 4 @vgh - 2\/(gho))*+(ho+n)\/( -9y
ot otn oXx

a;: + (3Y(g(ho*n)) - 2¥(gho)) &:o

en développant pour les petites amplitudes:
(3v(g(ho*n)) - 2V(gha)) = V(gho) (3(1+n/hg/2+..)-2)=V(ghg) (1+(3/2) n/ho+ ...)

6.1.3. eéquation KdV
miraculeusement on peut additionner les deux effets et on obtient:
on on L 30 on coh2 n
-+ 0
ot Pox 2n0Mgx T 6 g3
C'est lafameuse équation KdV . Les effets de dispersion qui tendent a détruire le paquet d'onde
sont compensés par les effets linéaires qui font seraidir et se ramasser la vague.

6.1.4. intervention de la viscosité

Pour la viscosité on a vu que le défaut de vitesse induisait une épaisseur fictive égquivalente:
I'épaisseur de déplacement et on a trouve la contribution dispersive de la viscosité, on y fait
tendre kh vers 0.

w=wp(1- (v/2w)V2 (1+i) k/sh(2kh))
devient

w=ap - (V)2 (1+i)/2V2 1/(2h) =

@ = (00 - (wov/(8h?))V2) - i (wov/(8h?))V2 = (wo-y) -1y = oo iy
astuce comme k=twy/c
(Vo) Y2 /n = c(vIk|/(ck2h?))Y2k =ck RY2 kY2 avecR = ch/v. Donc:
y=(vwo) Y2 /2V2 1/(2h) = c k R-V2 (|k|h)-Y2g-1/2
donc si on veut kh petit R doit étre trés grand. kh>>R1, reste:
w=0 - € (ik) R-Y2 (i|k|h)-V2 21/2

enrevanche s on aH(X)x"Y2 sa TF est ((1-1)V2) vt (k2)-Y/4 (résultat Mathematica)
par TF inverse, on adonclaTF -1 de (i|k|)-Y2 qui est donc H(x)x-Y2/vTt
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Il vient donc un terme source supplémentaire qui est proportionnel a on/dx, il y a une
convolution avec TF1((ilk|)-2) qui est du genre H(x)/Vx . On obtient donc au final I'équation

des solitons avec dispersion visqueuse (Kakutani & Matsuuchi 75)
X

an _an . 3co 0N n'(€)
—+Ch—+ ' N—-0C R-1/2h-1/2'n-1/2 ———2d& =0
ot Pax  2h0 oy #(X-E)llz :
-00
on précise par la suite les difficultés...
Note on a exactement la méme chose en acoustique on parle de dérivée " 1/2":
on _dn  3cp_0n 0l/2n
4+ — 4 = 7-CR_1/2h-1/27:O
ot Cax  2ho Ty ox1/2

autres cas exotiques

dans le cas de Benjamin Ono, on ré interprete le développement de w en puissances de k:
w=(kc) (1-Bk2 +..)

qui est I'expression valable pour les solitons en se demandent ce qui se passe si on écrit:
w= (keg) (L-yk|+..)

Réécrit avec les TF inverses

[sachant que sign(k)=|k|/k, on veut la TF de (sign(k)k)-1/2

TF(1+sign(k)) = TF(H)

or TR(df/dx) = (ik) TF(f) sl f=H sachant que TF(8)=1, TF(H)=1/(ik)

TF( sign(k)) =-& + 1/(ik)

TF(vp(l/x)) = sign(k)

rappel Schwartz exercice V10 p 234, s 1/2<k<1.:

1-k
r)
TR(rk) = V2 —7— (k/2mk-1
rG)
] celadonne aors
[00]
on . _on on n'(¢)
——+c +Cn_—+ FP —_7d§ =0
ot Coax nax oy %]x- .
-00

6.2. dérivation des équations

On repart des équations d'Euler complétes. Nos analyses précédentes ont mis en lumiére deux
petits parametres € et 8. Que se passet il s leurs effets sont cumulés? Nous venons en fait dele
voir plus haut! la non linéarité jaugée par € raidit le signal, elle crée de nombreux modes, en
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revanche la dispersion étale le signal... Nous injectons directement ces parametres dans les
équations et nous mettons en cauvre la moindre dégénérescence.

Nous supposons que la forme de la vague puisse sécrire noF(x/A) et e=no/hg et d=hg/A, sont
nos petits parametres. N'ayant a priori que g et hg comme parameétre avec dimension
fondamentaux, on se sert d'eux pour les jauges. On ne connait pas pour |'instant le temps que
I'on pose égal a t(ho/g)l/2t, le potentiel sera de la forme @@ho(ghg)/2, T et @p, sans
dimensions, sont deux fonctions pour I'instant inconnues de € et .

Ce que nous alons retrouver c'est que I'on passe de la houle ou le temps est mesuré par
(ho/g)2a SV (ou SW) ol il est mesuré par (ho/g)1/25-1, de méme @ change de jauge, il passe
de no(hog)/2 a(hog)L/2a. (soliton: resp (A/hg)(ho/g)/2, le m*me que SV et le potentiel est en
(hog)?h (no/ho)(Mho)).

Les équations écrites avec le potentiel de vitesse (commeil est classique de lafaire) deviennent
92 02
32— @+ ——¢=0
ox2? dy2 \

eny=-1: 0¢/dy=0, alasurface libre en y=en:
n + qo(e) 20 +(2) (quie) (92 + 32 2920
ot ay ()4

on 0] ogon
- (1pofe) — + %1y~ =0
ot (1ol )ay % OX0X

et at=0, (FOZ?)? et N=F(x)

i) s e<<1 et &=1 ondes de faible amplitude, on doit choisir ¢o/(cT1)=1 et (1@y/€)=1, donc gp=¢ et
T=1. On retrouve Stokes...

i) si d<<1 et €=1 c'est Shallow water, on prend T@pd2=1 on choisit aussi @p=T de sorte que
@=1=1/0
le temps est bien A/(ghg) V2.
au fond en y=-h(x), d@/0y=-32(d@/dx) oh/dx
Si on pose n+h=H:
Ur+Hy+uuy = h'
H¢ + (uH)x=0.

iii) 0<<l et e<<1 casou € et d sont petits: systéme de Lamb... En développant ¢ en série, au
prmier ordre @=f(x), d'ou:
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o2f 02 0
II+ .
ay2 g

@ =f(x) + 32(-(y+y2/2)f"(x))
s on choisit (p=¢/d et 1=1/9, on trouve
Urtnx=0
Nt + ux=0.
A l'ordre suivant, cela donne:
Ut + Nx + €Ul = O(32)

62
Nt + Ux + ENux + §Uxxx:O(64)-

Il est alorsintéressant de choisir =82, si on considére maintenant une vague qui se déplace vers
ladroite ala vitesse 1, son profil change pevu, il faut attendre trés longtemps pour la voir se
déformer, le changement d'échelle correcte sera de choisir comme nouvelles variables z=x-t et
=t/T,
en substituant
-Uz+Nz+euuz + T-lur =0

Nz+ Uz + T-Ing +g(unz + nuz + %Uzzz)zo-
reste aidentifier T=1/¢ et développer u en posant u=ug+€us+... € N=ng+En1+... avec Up=no,
on en déduit:

1
-U1z + N1z = UgUpz + Ugr €t N1z - U1z = Nor + UpNoz + Nouoz + 3U0zzz-

I'équation de Korteweg- DeVries (1895) sen déduit:

3 1
Nt +oNNz+gh 22z=0.
Elle est valable lorsque d=¢2 et pour des temsp d'ordre (ho/g)V2/&3
avec dimension, on afait apparaitre I'onde en f(x-t) mais localisée d'ot (x-t)/(T-1)...
on, 0n, 3c o  ch?d® _

“—+Co— + o =0.
ot Pox 2oax T B ax3

équations de Boussinesq:
Il sagit en fait exactement du méme systéme obtenu a partir de |'équation du potentiel écrite en
u, celadonne;

Ug + EUU + Ny - %52Utxx =0,

1
Ne+ (U(1+en))x - gézuxxx =0.

|| apparait une subtile différence de 82! (cf Debnath p142-157), en cherchant la solution sous la
forme u=n-+eugt+dug, on trouve
Nt=-Nx €t u=n —€/4 N2 + 52/3 Ny
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et enfin;
on 3
—+(1+5¢
ot e

on 1_,0%
— +=82— =0.
ax 6 ax3
On remarque que les équations de Boussinesq linéarisées (Whitham section 13.11) ont une
relation de dispersion avec un terme en plus.
On peut aussi écrire les éguations de Boussinesq sous la forme dimensionnée:

Ut + Ul + gNx - %hzutxx =0,

e+ (u(h))x =0.
Nous avons codé:
Ut + €uuy + Ny =0,
1
Nt + (u(1+en))x - éazr]txx =0.

qui est une forme similaire.

éguations de conservation
Une éguation de conservation est de laforme:

0A _ OF
ot ox’
3
On vérifie sans peine que KdV (sous forme canonique: n . 6n on + aul =0)
ot ox  ox3

admet des intégrales premiéres.

conservation de la"masse" A=n, F=nyx-3u?.
conservation de I'énergie” A=n2/2 F=nnxx-(1/2)ux2-2u3.
idem pour Boussinesq...

6.3. solutions classiques
6.3.1. équation d'advection
la solution de |'équation d'advection
on, on_

+
ot rlax

0

est si n(x,t=0)=no(x):

n(x,H)=no(x-nat)

6.3.2. la solution KdV...
Par intégration...
on cherche des solutions en n=f(x-Ct)=f(s)
f"=6Cf-9/2 f+2+cste
S pour s->+oo f et ses dériveées sont nulles:
(f)2=6Cf2-3f3

pyl@ccr.jussieufr  ondes fev 98 page 39 le 18 Octobre1999 a 14:57



Il est alors facile de voir que a/cosh(s)? convient!! avec a=2C et 3=(3C/2)V2. C'est I'onde
solitaire:
3a a
ach{(, 3 Y2(x-(1+(;9)t) 2

ou, on peut aussi trouver des ondes cnoidales... succession de bosses...

6.3.3. KdV linéaire
293
on, on_ 820% _
ot ox 6 ox3
par invariances par dilatations on obtient les solutions semblables...
lasolution est:
—e-13 Aif&D (21173
NO)=CLR ATl (V)

6.3.4. Blrgers
6.34.1. Le"choc"
L'équation est:

on, oo _g
ot ox  0x2

on pose {=(x-ct)/v,

-cF+HFF + F'=0donc -cF +F2/2+F =cst donc si on fait c=0 et F(+o00)=+1, cst=1/2

d'oulasolution de 1 a-1: -th(x/v)

sil y amouvement c=(hy-hy)/2 et n = (hy+hg)/2 + (1/2)(hp-hy)th((x-ct)/v)

6.3.4.2. solution générale de Blrgers

2
on, on_ @n_,
ot ox  0x2
transformation de Hopf:
r]:_2\)6Log(F)
[3)4
d'ou
oF 0%F
— -v—=g(t) F
ot  ox2 9
et enfin;
00
_ 1 (x-2)2
F(x,t)= — d+exp(—~—" F(x,0) dz
()mﬁ[]p(m (x,0) dz)
-00

6.3.5. Benjamin Ono
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(0]

on __on on n'(¢)
+ +Cn + FP d¢ =0
ot Coa nax @Y %] X-& .

-00

dont il existe des solutions n = a\2/((x-ct)2+A2) a=4(c-cq)/C=4cqy/CIA

Structure du M ascar et
(Whitham section 13.11 et Lighthill)

Stabilité des vagues
DLp413 Benjamin Feir.

7. saint venant pratique

Classiquement on présente les équations de NS, et on fait une formulation pseudo intégrale (cf
Hervouet)

On integre en fait les équations de Navier Stokes transversalement... On suppose cependant que
u varie peu avec y. On fait apparaitre e terme de frottement au fond: pou/dy. Il sagit en fait des
équations de Karman ou on suppose que 6:=0

On préfere poser hy-hy=h la hauteur d'eau (hy, déplacement de lavague, hs forme du fond), on
adanslecasoulefond n'est pas plat:
0 a
%ﬁ+uww 5; n+ Fx+ (m%m»

a—h+ —(uh)=0

ot  o0x
Dans laforce Fyx on met les frottements visqueux:

Fx = -gu2/RyC?

C coefficient de Chézy... Ce coefficient est historique, On le retrouve en supposant qu'un
fluide s‘écoule le long d'une paroi inclinée sous |'action des forces de pression, et que
I'écoulement est stationnaire et invariant par trandation. On aaorsI'équilibre entre la pression
est le frottement visqueux, et comme on travaille sur lavaleur intégrée:

0=-pghih+To_
ox

2
Si on introduit le coefficient de frottement: ro=Cpr7. Par définition C2=2g/Cs.C est

tabulé...Voir par exemple dans Comolet p 351 des valeurs numériques. Bien entendu Cs varie
avec larugosité et le nombre de Reynolds. on retouve ce que I'on avu en couche limite sur les
problemes de fermeture des équations de Karman... Le miracle dans le cas des écoulements
fluviaux est celui de larugosité. En effet larugosité, en imposant son échelle caractéristique fixe
le Cs aune valeur constante, laforce Fx est donc strictement proportionnelle a U». Cette valeur
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est d'autant plus faible que lataille de la dimension caractéristique de larugosité est faible. (loi
de Droblenkov? ¢;=0.0139(e/L)V7)

Log(Cf)
rugueux
lamqaire période faible
turbulent période forte
lisse Log(R)

on peut mettre un terme de dispersion, mais attention al'endroit ou on le met!
On peut mettre auss Coriolis, ou encore laforce du vent...

5.2. action du Vent:

5.2.1. création des vagues par le vent
C'est un probleme difficile! Le critére de Kelvin Helmoltz avec tension de surface donne une
valeur de AU = 646m/s qui est trop élevée... Jeffreys (1925) propose de trouver un mécanisme
empirique. Pour cela nous devons nous souvenir du paragraphe sur la dissipation visqueuse
des vagues, le vent doit en effet la contrecarrer pour lever lamer. Si on a une surpression due
au vent de I'ordre de Pgcos(kx-ct), le travail fourni est

0
Pocos(kx-ct) —
0COS( )atﬂ

en moyenne:
(1/2) Po ke no
Le vent donne de I'énergie & un taux Pokcno/2
donc, outre le terme de dissipation visgueuse que nous avons vu plus haut, il faut ajouter un
terme de source a l'équation de décroissance de I'énergie que nous avions vue plus haut:
@00 =-2%2no+ 0
II'y adonc une surpression minimale qui permet de lever les vagues...
Une autre interprétation consiste a dire que T=Pgcos(kx-wt) est delaforme

T =k no B pe (U-0)2 cos(kx-cat) = B pe (U-c)2‘;—”
X

proportionnelle ala pente du profil et au carré de (U-c) vitesse relative de la vague par rapport
au vent. 3 coefficient d'abri ~0,28 (empirique!)
On obtient une croissance si c(U-c)2>4vgp/pe/
aU donné, minimal si c=U/3 donc
U=(27gp/pe/R)Y3
on trouve U=1,07 m/s et ¢ =0.36 m/s et A=0.081Im
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cet ordre de grandeur est plus proche de laréaité que le précédent. (2 noeuds)
(Lacombe).
En pratique, I'action du vent est modélisée par une loi empirique portant sur Fy.

5.2.2. création d'un courant marin par le vent.

Un autre exemple est celui de lalevée par le vent d'un courant (cf couche d'Ekman)

A I'échelle géophysique, larotation de laterre de vitesse angulaire constante Q a une influence
considérable sur des phénomeénes tels que la mise en mouvement des océans par une rafale de
vent, ou sur |'orientation de la circulation atmosphérique au voisinage du sol. Ces phénomenes
se produisent sur une échelle horizontal e assez faible pour que I'effet de courbure de la terre soit
négligé, et de plus on admettra qu'il n'y a que des variations en z (invariances par trandation
dans le plan). On cherche en fait une solution exacte des équations de Navier Stokes qui
correspond bien aux deux situations physiques que I'on va étudier. Le mouvement considéré
est celui d'une mer de profondeur infinie sur la quelle souffle un vent uniforme de direction
fixe. On admettra que I'action du vent se réduit a une tension longitudinae T.

techniques numériques
cas de |'égquation d'onde
différences finies explicite instable
différencesfiniesimplicite stable

résolution en Fourier explicite instable, implicite stable.
attention pour le terme uyxy! et Nyxx!!!

etc...

Letout est programmé en C dans KSKDV.c

/* QK 04/ 06/ 97 */
/* conpilation LI NUX

cc -@B -I/usr/X11R6/include *.c -L/usr/ X11R6/lib -1 X11 -1 Xext -Im */

/*CK 23/ 05/ 97 */
/*OK 26/09/95 vers 19 Sept 95 */
/* 26/ 09/ 95 */
/* */
/* Resol uti on de SCLI TCN LAVB p 173 */
/* 2 2 */
/* du du 3 du d du du */
/* -- +--+-epsu--+-- --- =VisCc --- */
/* dt dx 2 dx 6 3 2 */
/* dx dx */
/* biblio Frish She Thual JFM 1986 pp221 240 */
/* Hyman N COLAENKO Physi ca 18D 1986 113-126 */
/* Mannevi | | e Physics Letters VB4A n3 (1981) */

/* */
#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude <stdlib. h>

#i ncl ude "nmat h. h"

#i ncl ude "rgraph2. h"
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#i ncl ude "param c"

#i fdef powerc

#i ncl ude <si oux. h>

#el se

#define pi 3.14159

#endi f

[ *#i ncl ude "uni x. h"*/

doubl e dx, dt,t, Lx, UN

doubl e epsil on, del t a2, vi sc, si gng;

doubl e* u=NULL;

doubl e* TFu=NULL;

doubl e* TFdu=NULL;

doubl e* TFdu2=NULL;

doubl e* uo=NULL;

doubl e* Espect =NULL;

doubl e* e=NULL;

doubl e eit;

double Pi;

FI LE *g;

FI LE *fs;

int nx, N_;

float x,x0, xbas, ybas, xhaut , yhaut ;

i nt npix, npiy, af;

void energie(int it,int ittmax);

void tracsauv(int it);

voi d axes(float *xbas,float *x0,int *nx,float *dx,
float *ybas, float *xhaut,float *yhaut,int *npix, int *npiy);

/*voi d Mai nEvent (voi d); */

/* */
voi d nai n(voi d)

{

int i,it,itt,itmax,ittnax;

int nbt;

int ilarge;

float epsilarge;

float fdx,fdt,s,fepsilon;
doubl e onega;

doubl e u0;

/* Place the window s top |eft corner at (5, 40). */
#i f def powerc

Sl QUXSet ti ngs. t oppi xel =40;

Sl QUXSet tings. | eft pi xel =10;

Sl QUXSet tings. rows = 10;

/1Sl QUXSet tings. col umms = 40;
#endi f

/* ouverture des fichiers de sauvegarde */

g = fopen("F.IN', "r");

printf("Bench \n");
printf("PPC80 3 it en 16s PPG66  1ls \n");
printf("1 it PPCB0=5.3 PP066=3.6 355=3.2 370=2.2 (1/2)3BT= 2.5 \n"):
printf(" 3BT=11ls Cyrix133/P166=13s Li nuxPPC66Miz=17s MNOPPC56=33s\n");

printf("Pll 200 3s Cyrix166 4.3 Li nuxPPC66MHz=15s \n");
printf(" \n");
printf(" Resolution de LAMB \n");
printf(" 2 2 \n");
printf(" du du 3 du d du du \n");
printf(" -~ +--+-€epsuU-- +-- --- = VisC --- \n");
printf(" dt dx 2 dx 6 3 2 \n");
printf(" dx dx \n");
printf(" \n");
printf(" Par deconposition spectral e \n");
printf(" - \n");
printf("» \\ I K (2P j/IN \n");
printf("u =/ u e \n");
printf(" k --- j \n");
printf(" \n");
printf(" \n");
printf(" \n");
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printf(" An+l A on 2 3 2 N n+l \n");
printf("donc u =u - (d/61 k - visc k)u \n");
printf(" -1 Aon\n");
printf(" -dt(TF(u TF (-1k)u)) \n");
printf(" \n");
printf(" \n");
printf(" \n");
printf(" \n");
printf(" autre met hode \n");
printf(" A A \n");
printf(" du/dt=Lu + s \n");
printf(" L partie lineaire \n");
printf(" A \n");
printf(" s terme source non lineaire \n");
printf(" \n");
printf(" est resolu a la main! \n");
printf(" \n");
printf(" Ldt \n");
printf(" N Ldt~ Noe -1 \n");
printf(" u(t+dt)=e u(t) +s --------- \n");
printf(" L \n");
/* lecture du fichier donnees */

fscanf (g, "dt =9 \n", & dt);

dt =fdt;

printf("pas de tenps dt=%\n",dt);

fscanf (g, "itmax=% \n", & tmax) ;
fscanf(g,"ittnax=% \n", & ttmax);

printf("affichage toutes les % iter, soit dt=% \n",ittmax, dt*ittmax);
printf("itnax=%a t nmax=itmax*ittmax*dt= %/f \n",itnmax,itnmax*ittmax*dt);
fscanf (g, "nx=% \n", &x);

Xx0=0;

Pi =atan(1) *4;

[*Lx=3*Pi; Pl */

printf("nbre de points: nx=%l, ",nx);
fscanf (g, "Lx=%g \n", &Xx);

dx=2*Lx/ nx;

printf("pas d espace: dx=%, ",dx);

printf(" % < domaine < % =% \n", -nx*dx/ 2, nx*dx/ 2, Lx) ;
fscanf(g,"UNe%g \n", &N ;
printf(" si %=1 dans rep | abon sinon repere de |'onde \n",UN);
fscanf (g, "epsilon=%g \n", &psi |l on);
printf("paranetre non |ineaire epsilon=%g\n", epsilon);
fscanf(g,"visc=%g \n", &i sc);
printf("parametre visqueux=%g\n", visc);
vi sc=vi sc*pow Pi / Lx, 2);

/* (Pi/Lx) pour etre entre -L et L*/
fscanf(g,"delta2=%g \n", &el ta2);
printf(" delta au carre =% g\n", delta2);
del t a2=del t a2* pow( Pi / Lx, 3);

/* (Pi/Lx) pour etre entre -L et L*/
fscanf(g,"signa=% \n", & epsilon);
si gna=(doubl e) f epsi | on;
printf("tension de surf =%g\n", sigma);

N_=1;

fscanf(g,"ilarge=%l \n", & |l arge);
printf("si (ilarge=%l)=1 toutes les frequences en CI. \n",ilarge);
epsi | ar ge=. 00000001;
fscanf (g, "epsilarge=% \n", &psil arge);
printf("epsilarge=% anplitude de |la perturbe \n", epsilarge);
fscanf (g, "omega=%g \n", &nega) ;
printf(" onmega=%g \n", onega);
dt=dt ;
printf("pas de tenps dt=%\n",dt);
printf("affichage toutes les % iter, soit dt=% \n",ittmax, dt*ittnmax);
printf("itnax=%l t max=itmax*ittmax*dt= %f \n",
itmax, itmax*ittmax*dt);
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fcl ose(Q);

[*s=dt/(dx );

printf("dt/(dx*dx/al pha)=% <1/2 ?\n",s);
s=dt/ (dx/ al pha) ;

printf("dt/(dx/al pha)=% <1 ? \n",s);
s=dt / (dx* dx*dx*dx) ;
printf("dt/(dx*dx*dx*dx)=% <1 ? \n",s);*/
fs= fopen("Fs. QUT","W');

getchar();

/* fin des lectures */

/* decl aration */

nbt =nx+15;

u =(doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl e));
uo=(doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl e));
Espect =( doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl e));
nbt =2* nx+30;

TFu =(doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl €));
TFdu =(doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl €));
TFdu2=( doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl €));
nbt =i t max+10;

e=(doubl e*) cal | oc(nbt, si zeof (doubl e));

/* fin declaration */

[* |n|t graphl que/ trace des axes */
[* pour QT */

af =99; af =1,

i f(af ==99) {

printf("ATTENTION FILM!! SILENCE CN TORNE'\n");
getchar();}

i ni tgraphi que(af);
fdx=(f1 oat) dx;
axes( &bas, &0, &nx, &f dx, &bas, &haut , & haut , &npl X, &npl y)
/* 2 ?
Printf (. \n");
/* Initialisation conditions initiales */

t =0;

for (i=0; i<=nx; i++)

{
/*RAZ ou A */
X=-Lx +((i)*dx ) ;

u[i]=2%*exp( -4*(x-3.14)*(x-3.14));/* 3*sin(2*x)*sin(2*x) *
/1 u[i]=epsilarge*cos(omega*x);*/
u0=2;
u[i]= ub*pow( 1/ cosh(sqrt(3)*sqrt(u0)*(-(t*(3 + 3*epsilon*u0/2))/3 +
(x+3*Lx/4))12),2);

/* on met toutes |les frequences */

if(ilarge==1){
u[i]=0;
i tt=nx;

for(it=1;it<itt;it++){
u[i]=u[i]+epsilarge*(cos( it*x)+sin(it*x));} }
i f(ilarge==2){
u[i]=0.75*si n(2*pi *(x-sqgrt (tanh(2*pi *sgrt(delta2))/(2*pi *sqrt(delta2)))));;}

if(ilarge==3){
u[i]=1/ pow((1-epsilarge*epsilarge),.5)-
2 *pow( (1-epsilarge*epsilarge),.5)/(1-epsilarge*cos(x));
}

if(ilarge==4){
u[i]=1+(cos(2*Pi *x/Lx));}

i f(ilarge==5){
/* Zabusky 65 */
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ufi]= (cos(x ));

uo[i]=uli];}
/* fin C1. */
for (it=0; it<zitmax; it++)
{
/* * [
for (itt=1; itt<=ittnax; itt++)
{
/* avancee */
next( );
t =t +dt ;
Mai nEvent () ;
/* * [

printf(" t=9%f ",t);
reffecran();

/* les traces et |es sauvegardes */
tracsauv(it);

getchar();
}/* fin boucle tenps */
fclose(fs);

void tracsauv(int iterf)

{

FI LE *f;

doubl e um

int i;

extern int nx;

extern doubl e *u, epsilon, UN
extern doubl e dx,dt,t;
extern float x, x0, xbas, ybas, xhaut, yhaut ;
extern int npix,npiy,af;
float xp,yp;

int icoul;

doubl e u0;

f = fopen("F. QUT,"w');
x0=0;
Xp=18;
yp=0;
i coul =80;
/* trace |'axe 0 */
net | i gne(xbas, ybas, xhaut , yhaut , npi x, npi 'y, x0, yp, xp, yp, i coul );
/* on cal cule | a moyenne */
un¥0;
for (i=1;, i<=nx; i++)
{umrumrufi];}

unFEun nx;

for (i=1;, i<nx; i++)

{

/* on commence par les traces et |es sauvegardes */
x=(i)*dx+x0;

XpP=X;

yp=(u[i]-0) ;

fprintf(f," % % \n",xp,uli]);
i coul =80-3*i *2; i coul =1;

/1 met poi nt (xbas, ybas, xhaut , yhaut , npi x, npi y, xp, yp, i coul );

net | i gne( xbas, ybas, xhaut , yhaut , npi x, npi y, x-dx, u[i-1], xp, yp, i coul );
u0=2;
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x=-Lx +((i)*dx );

yp= u0*pow( 1/ cosh(sqgrt(3)*sqrt(u0)*(-(t*(3*(UN) + 3*epsilon*u0/2))/3 + (x+3*Lx/ 4
))12),2);

i coul =150;

et poi nt (xbas, ybas, xhaut , yhaut , npi x, npi y, xp, 0*(yp-u[i]),icoul);

fclose(f);
/* favorable au nmulti tache!!!l111*/
#i ncl ude "Qr. c"

voi d axes(float *xbas,float *xO,int *nx,float *dx,
float *ybas,float *xhaut,float *yhaut,int *npix,int *npiy)

/* trace des axes */

int i;

float xp,yp;
*xbas=*x0-1;

*ybas=- 2;

*xhaut =*x0+* nx* (*dx) ;
*yhaut =3;

*npi x= 350;

*npi y= 250;

for (i=0;i<*npix; i++)

{xp=i* *xhaut * 2 * 1.f [ *npix; yp=0;
net poi nt (*xbas, *ybas, *xhaut , *yhaut , *npi x, *npiy, xp, yp, i) ;
xp=0; yp=i *(*dx);
et poi nt (*xbas, *ybas, *xhaut , *yhaut , *npi x, *npi y, xp, yp,i);

}

Puis dans nKSKDV.c

/* 26 05 97 */
/* 26/ 09/ 95 */
/* utilisation de Nunérical Recipies (en Fortran!) p 390! */
/* dfourl.c */
/* transformee de Fourier en DOUBLE precision */
/* j=N-1 */
/* */
/* A \ I k (2P jIN */
/* =/ u e */
/* k j */
/* j=0 */
/* */
/* remarquer que les valeurs sont prises en xj=(2 Pi j/N) */
/* */
/* La TF inverse s'ecrit alors */
/* k=N 1 */
/* */
/* \ N -l k(2P jIN */
/* u =/ u e */
[* j k */
/* k=0 */
/* */
/* La derivation s'ecrit alors */
/* k=N-1 */
/* */
/* d \ A -l k(2P jIN */
[ * --u =/ u (-1 k) e */
/* dx j k */
/* k=0 */
/* */
/* */
[* ACHTUNG ! 1! */
/* les variations sont entre -Pi et Pi */
/* => correction des dérivées */
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[* d ou le facteur (Pi/Lx) */
/* */

#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude "nmat h. h"

#i ncl ude "param c"
#def i ne Power pow

[ *#i ncl ude "uni x. h"*/

void next( )
{
extern double dx,t,dt,Pi,Lx, UN
extern int nx, NL;
extern doubl e epsilon, del ta2, visc, si gng;
extern doubl e* u;
ext ern doubl e* TFu;
extern doubl e* TFdu;
ext ern doubl e* TFdu2;
ext ern doubl e* uo;
ext ern doubl e* Espect;
doubl e k, L, expL, expLni;
doubl e ur, ui, Lr, Li, zr, zi, expLr, expLi , R;
doubl e i nvLr,invLi, udur, udui, eR., expLrni;
int i,itt;
FI LE *sort, *sorti ;
voi d derivl(double ft[],double fti[],int n);
voi d df our1l(double ft[] ,int mint 0);
voi d derivlalia(double ft[],double ft1[],int m;
voi d deriv2(double ft[],double ft2[],int n;

/* on transvaseet Re[ TFu]=u; InfTFu]=0 */
for (i=0; i<=nx;i-++)
{TRu[ 2*i +1] =u[i];
TFu[ 2*i +2] =0; }
/* transforme fourier un tableau "TFu" */
df our 1( TFu, nx, 1) ;
/* on construit ik u->TF(du/dx), on aliasage a 2/3 !! */
derivilalia( TFu, TFdu, nx);
/* on erevient dans |'espace physique, on divise donc par nx */
df our 1( TFdu, nx, - 1) ;
for (i=1; i<=2*nx;i++){TFdu[i]=TFdu[i]/nx;}
/* ce serait aussi une possibilite? convlv(TFdu, nx, TFdu, nx, 1, ans) ; */
/* on en prend e udu /dx dans |'espace physique */
for (i=0; i<nx;i++)
{TRdu2[ 2*i +1] =(UN#3./ 2. *u[ i ] *epsi | on) * TFdu[ 2*i +1] *(Pi / LX) ;
/* (Pi/Lx) pour etre entre -L et L*/
TRdu2[ 2*i +2] =0; }
/* que |'on re-fourier */
df our 1( TFdu2, nx, 1) ; ;

/* */
1% $$3$$SSEETIISSSSETTIPSSSETTIPSSSEEEIPSSSSEEIESSSSESEESS */
/* evol ution de chaque node */
i =0;

TRu[ 2*i +1] =TFu[ 2*i +1] - dt * (1) * TFdu2[ 2*i +1] ;
TRU[ 2*i +2] =TFu[ 2*i +2] - dt * (1) * TFdu2[ 2*i +2] ;
for (i=1; i<=nx/2;i++)
{k=i;

/* ici on change on inplicite en tenps et explicite en udu/dx  */

#defi ne nexp

#i f def nexp

/* du/dt =L u dans */
ur= TRu[ 2*i +1] +dt*(- TFdu2[ 2*i +1]);
ui = TRuU[ 2*i +2] +dt *(- TFdu2[ 2*i +2] ) ;
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Lr= 36/ (36 + Power (del ta2, 2)*Power (dt, 2)*Power (k, 6) +

72*dt *Power (k, 2) *vi sc + 36*Power (dt, 2) * Power (k, 4) *Power (vi sc, 2)) +

36*dt * Power (k, 2) *vi sc/

(36 + Power (del ta2, 2) *Power (dt, 2) *Power (k, 6) +

72*dt * Power (k, 2) *vi sc + 36*Power (dt, 2) * Power (k, 4) * Power (Vi sc, 2) ) ;
Li =- 6* del t a2*dt * Power (k, 3)/

(36 + Power (del ta2, 2) *Power (dt, 2) *Power (k, 6) +

72*dt * Power (k, 2) *vi sc + 36*Power (dt, 2) * Power (k, 4) * Power (Vi sc, 2) ) ;

TFu[ 2*i +1] =ur *Lr - ui *Li ;
TRu[ 2*i +2] =ur *Li +ui *Lr;

#el se
/* du/dt =L u dans le cas lineaire de KS, ou L.=-4*d4./dx4 -a d2./dx2
/* s'integre exactement */
[* ici L=(-delta2 /6*pow -1 k,3) - visc*k*k);
/*du/dt = Lu +s; sest leterme nonlineaire
/* d oul"exponentielle (L astuce est dans Frish She Thual 86
[*printf(" \n");
printf(" Ldt \n");
printf(" Ldt e -1 \n");
printf(" u(t+dt)=e u(t) +s --------- \n");
printf(" L \n");*/
/* avec /L = (Lr- i Li)/(Lr*Lr + Li*Li) */

#undef BO

Lr= - k*k*vi sc ;

Li= - delta2/6*k*k*k ;
#i fdef BO

Li= - delta2/6*k*k*k - k*k*(Pi/Lx)*(Pi/Lx);
#endi f

eRL = exp(Lr*dt);

expLr= eR_*cos(dt*Li);

expLi = eRL*si n(dt*Li);

R_=Lr*Lr+Li *Li ;
invLr= Lr/ R
invLi= -Li/R;
expLr ml=expLr - 1;

zr=i nvLr*expLrml - invLi*expLi ;
zi =i nvLr*expLi + invLi *expLrml ;

udur= (- TRdu2[ 2*i +1]);
udui = (- TRdu2[ 2*i +2] ) ;

ur= TRu[ 2*i +1] ;
ui = TRuU[ 2*i +2] ;

TRu[ 2*i +1] =ur *expLr - ui*expLi + zr*udur - zi*udui ;
TFuU[ 2*i +2] =ur *expLi + ui *expLr + zr*udui + zi*udur ;

#endi f

#i f def BO
Lr= - k*k*visc ;
Li= + del ta2/ 6*k*k*k + k*k*(Pi/Lx)*(Pi/Lx);

eRL = exp(Lr*dt);
expLr= eR_*cos(dt*Li);
expLi = eRL*sin(dt*Li);

RL=Lr*Lr+Li *Li ;
invLr= Lr/ R
invLi= -Li/R;
expLr ml=expLr - 1;
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zr=i nvLr*expLrnl - invLi*expLi ;
zi =i nvLr*expLi + invLi *expLrnl ;

udur= (- TFdu2[ 2*(nx-i)+1]);
udui = (- TFdu2[ 2* (nx-i)+2]);

ur= TFu[ 2*(nx-i)+1];
ui = TRU[ 2*(nx-i)+2];

TFu[ 2*(nx-i)+1] =ur*expLr - ui*expLi + zr*udur - zi*udui ;
TRU[ 2*(nx-i)+2] =ur*expLi + ui *expLr + zr*udui + zi*udur ;
#el se
/* autres nodes -> conjugue! car on travaille sur une fction Reelle */
TRuU[ 2*(nx-i)+1] = TRu[ 2*i +1] ;
TRu[ 2* (nx-1i ) +2] =- TRU[ 2*i +2] ;
#endi f

}
I R

/* on repasse dans |'espace physique */
df our 1( TFu, nx, - 1) ;
/* df our 1( TFdu2, nx, - 1) ;*/ /*pour control e; obsol ete */
for (i=1;, i<=2*nx;i++)
{TRu[i]=TRu[i]/nx;/*ans[i]=ans[i]/nx;*/}
for (i=0; i<=nx-1;i++){u[i]=TFu[2*i+1];/*uo[i]=ans[2*i+1];*/}
}

/* ()/%/Q/MWM*$A$A$A$*"*A*"*"*"*A$A$"~k" $*" U$AU$A/, ’ . , . , +"*:$$$ A$$$$ 'k/
/* */
voi d derivlalia(double ft[],double ft1[],int nx)

{ int i;

/* derivee premere avec aliesage */

ft1[ 1] =0;

ft1[ 2] =0;

for (i=1; i<=(2)*nx/3/2;i++)

fti[2*i +1] =+i *ft[2*i +2];
fta[2*i +2] =-i *ft[2*i+1];
fti[2*(nx-i)+1] =-(i)*ft[2*(nx-i)+2];
fta[2*(nx-i)+2] =+(i)*ft[2*(nx-i)+1];

}
for (i=(2)*nx/3/2+1;i<=nx/2;i++)

ft1[2*i +1] =0;
ft1[ 2*i +2] =0;
fti[2*(nx-i)+1] =0;
fti[2*(nx-i)+2] =0;
}
}
/* */
voi d derivl(double ft[],double fti[],int nx)
{ int i;
/* derivee 1 sinple */
ft1[ 1] =0;
ft1[ 2] =0;
for (i=1; i<=nx/2;i++)

fti[2*i +1] =+i *ft[2*i +2];
fta[2*i +2] =-i *ft[2*i+1];
fti[2*(nx-i)+1] =-(i)*ft[2*(nx-i)+2];
fta[2*(nx-i)+2] =+(i)*ft[2*(nx-i)+1];
}
}
/* */
voi d deriv2(double ft[],double ft2[],int nx)
{ int i;
/* derivee 2*/
ft2[ 1] =0;
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ft2[ 2] =0;
for (i=1; i<=nx/2;i++)

ft2[2%i +1] =i *i *ft[2*i+1];
ft2[2*i +2] =-i*i *ft[2*i+2];
ft2[2*(nx-i)+1] = (i *i)*ft[2*(nx-i)+1];
ft2[2¥(nx-i)+2] = (i *i)*ft[2*(nx-i)+2];
}
}

/*

/raacdcaaaaaaa ¥

Un exemple de fichier d'entrée:

F.IN

dt =0. 001

i t max=100

i ttnax=100
nx=256

Lx=15

UN=1
epsi | on=. 0000
vi sc=0. 00

del ta2=. 25
signa=.0

il arge=0
epsil arge=0. 1
omega=0. 05

Il faut auss lefichier "macXgraphpyl2.c”
#i fdef powerc
/* Mac Mac Mac Mac Mac Mac Mac Mac Mac Mac */

#i ncl ude <stdio. h>

#i ncl ude <stdlib. h>

#i ncl ude <mat h. h>

#i ncl ude "rgraph2. h"

#i ncl ude <W ndows. h>

#i ncl ude <SegLoad. h>

#i ncl ude <StandardFile. h>
/* attention coul eur */
#i ncl ude <Pal ettes. h>

/* attention resource */
#def i ne wi ndowl D 1000
extern char* errbuf;

/* event ?*/

#i ncl ude "Events. h"

/*static float aspx, aspy, echx, echy, ech, rxmn,rxmax, rymn,rynax;*/

static int carre, |acoul eur;

stati ¢ WndowRecord wgRecor dO;
stati c WndowPt r gr af W ndowo;
static Rect boundsRect ;

int getcolor();

/*int scal x(float x);
int scaly(float y);*/

[*-eeem- ecriture dans un fichier pict ------- */
static short theVol; // procedure Sauve
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static char Buff[512]; // procedure Sauve
static PicHandl e fichierPic; /| procedure Sauve

e e TR

voi d initgraphique(int f)

{

/* ancien

boundsRect .t op = 45;
boundsRect . | eft = 15;
boundsRect . ri ght = 460;
boundsRect . bott om = 460 ;
gr af W ndow0=NewCW ndow( &gRecor d0, &boundsRect, "\pQ aphics",true, 8, NULL,

true, 0);*/

/* nouveau dans | a ressource */
gr af W ndow0=Get NewCW ndow(wi ndow D, nil, (WndowPtr) -1);
Dr anCont r ol s( gr af Wndow0) ;

[* std*/

Set Por t ( gr af W ndow0) ;
Showw ndow( gr af W ndow0) ;
Bri ngToFr ont ( gr af W ndow0) ;

/* aspx = boundsRect.right - boundsRect.left -10;
aspy = boundsRect.bottom - boundsRect.top - 10;
carre = aspx == aspy;*/
| acoul eur = getcolor();

if (f==99)
{InitialiseSauve();
}
}
| * e e e e o e e e e e e e e mmmmeeeeao - * [

voi d she(voi d)
SendBehi nd(gr af Wndow0, nil );

| ® e e e e eeeeeeeean * [
voi d sbf (voi d)
{

Bri ngToFr ont ( gr af W ndow0) ;
U * [
voi d cl osegr aphi que(voi d)

{
d oseW ndow( gr af W ndow0) ;

| * o e ooooooo. * [
voi d reffecran(void)

Er aseRect ( & gr af W ndow0- >port Rect) ) ;

}

52 */
i nt getcol or(void)

{

}

| * e e e e e o e e e e e e e mmmeeeeao - * [

voi d putpixel (int ix,int iy, int coul eur)
Pnfor eCol or (coul eur);
MoveTo(i x, iy);

Li neTo(i x,ivy);
/*

Mai nEvent () ;
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voi d netpoint (fl oat xbas, float ybas,float xhaut,float yhaut,
int npix,int npiy,float x,float y,int c)
{

int ix,iy;

i f (c>150){c=c-149;}

i f (c>150){c=c-149;}

i x=npi x*(x- xbas) / (xhaut - xbas) ;

i y=npi y- npi y*(y-ybas)/ (yhaut - ybas) ;

[*printf(" %i %I %f 9%f \n",ix,iy,X,y);
poynt e(i x, iy);*/putpixel (ix,iy,c);

void netligne(float xbas,float ybas, float xhaut,float yhaut,
int npix,int npiy,float x1,float yl1,float x2,float y2,int c)

{

int ix1,iyl, ix2,iy2;

i f (c>150){c=c-149;}

i f (c>150){c=c-149;}

i x1=npi x*(x1- xbas) / (xhaut - xbas) ;

i yl=npi y- npi y*(y1-ybas)/ (yhaut - ybas) ;

i Xx2=npi x* (x2- xbas) / (xhaut - xbas) ;

i y2=npi y- npi y*(y2-ybas)/ (yhaut - ybas) ;

[*printf(" 9%i 9%i %f 9%f \n",ix,iy,X,y);
poynte(ix,iy);*/

PnforeCol or (c);

MoveTo(i x1, iyl);

Li neTo(i x2,iy2);

}
U * [
S
procedure pour initialiser ecrire le fichier
*
__________________________________________ /
void InitialiseSauve(void)
{
fichierPic = QpenPi cture(& graf Wndow0- >port Rect);
}
| o e e eeeeeeeiel
procedure pour ecrire le fichier
*
.......................................... /
voi d Sauve(const Str255 nane)
{
short ref;
long theSize = 512;
d osePicture();
FSDel et e( nane, theVol);
if (Oeate(name,theVol, '"dPro', '"PICT") != noErr) {SysBeep(1l); return;};
if (FSQpen(name, theVol, &ef) != noErr) {SysBeep(l); return;};
if (FSWite(ref, & heSi ze, Buff) !'= noErr) {SysBeep(l); return;};
theSize = GetHandl eSi ze(((Handl e)fichierPic));
H.ock(((Handl e)fichierPic));
FSwWite(ref, & heS ze, *((Handle)fichierPic));
Hunl ock( ((Handl e)fichierPic));
FSA ose(ref);
KillPicture(fichierPic);
}

voi d Mai nEvent (voi d)
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Event Recor d event ;
Bool ean event Cceur ed;
/ *KeyPressed = fal se; */

t hr ough */

/*if(W\E_avai | abl e)
event ccured =

/* set to false every tine

Wi t Next Event (everyEvent, &vent, 10, ni | );

el se {*/
Syst emTask() ;
event ccur ed = Get Next Event (everyEvent, &event);
[*}*]
/* i f(event Gccured) {
swi tch(event.what) {
case nul | Event:
br eak;
case mouseDown: Dod i ck(&event);
br eak;
case nouselp:
br eak;
case keyDown: DoKey( &event) ;
br eak;
case keyUp:
br eak;
case aut okey: DoKey( &event) ;
br eak;
case updat eEvt: DoUpdat e( &event ) ;
br eak;
case di skEvt:
br eak;
case activateBEvt: DoAct i vat e( &event) ;
br eak;
case networ kEvt :
br eak;
case driverEvt:
br eak;
case applEvt:
br eak;
case app2Evt:
br eak;
case app3Evt:
br eak;
case osEvt: DoMFi nder (&event ) ;
br eak;
defaul t:
br eak;
}
I
}
/* ___________________________________________________ */
#el se
#ifdef PC
/* PCPCPCPCPCPCCP CPCPCPCCPCPCPCPCCPCPCPCPCCP*/
#i ncl ude <graphi cs. h>
#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <coni o. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#i ncl ude "rgraph. h"
/*
#i ncl ude <uni x. h>
*/

#define PATH "c:\\borl andc\\ bgi "
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static float echx, echy, rxm n, rxmax, rymn, rymax;
static int carre, |acoul eur;

voi d erreur(char *s)

printf("% \n",s);exit(0);

voi d *safecal | oc(l ong nb, long size)

{
voi d* p=NULL;
static long total = 0;
p = calloc(nb, size);
if (p == NULL)
{ printf("Qut of Menory!'\n");
exit(0);

return p;

}

voi d saf efree(voi d** f)

if(*f){ free(*f); *f=NULL;}

voi d reffecran(void)

cl ear devi ce();

voi d cl osegr aphi que(voi d)

cl osegraph();

voi d i nitgraphi que(voi d)

int gdriver = DETECT, gnode, errorcode, aspx, aspy;
i ni tgraph(&gdriver, &gnode, PATH);

if ((errorcode = graphresult()) !'= grk)

fprintf(stderr, "Erreur graphique: %\n", grapherrornsg(errorcode));
exit(1);

}

get aspectrati o( &aspx, &aspy);

carre = aspx == aspy;

|l acoul eur = getcolor();

}
void cadre(float xmn,float xmax,float ymn,float ynmax)
{
rxmn = xmn;
rXmax = Xnax;
rymn = ymn;
rymax = ynax;
echx = getmaxx() / (xmax - xmn);
echy = getmaxy() / (ymax - ynin);
}

void rattente(int waitn

if(waitm) getch();
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void coul eur(int c)

setcol or (| acoul eur = c);

}

void couleurint(int c)

setfillstyle(SQLID FILL, ¢);

voi d coul eurfond(int c)

set bkcol or(c);

int scal x(float x)

return (x - rxmn) * echx;

}

int scaly(float y)

return (rymax - y) * echy;

}
void raffpoly(int n, float *poly)

int i, *poly0;
i f (pol yO=mal | oc(2*n*si zeof (int)), !poly)

fprintf(stderr, "Erreur d' allocation dans raffpoly\n");
return;

for(i=0; i<n; i++)

pol yO[ 2*i ] =scal x(pol y[2*i]);
pol yO[ 2*i +1] =scal y(pol y[ 2*i +1] ) ;

}
fillpoly(n, poly0);
free(pol y0);

}

void pointe(float x, float y)

put pi xel (scal x(x), scaly(y), |acoul eur);

void rnoveto(float x, float y)

movet o( scal x(x), scal y(y));

}

void rlineto(float x, float y)

l'i neto(scal x(x), scaly(y));

}

voi d cadreortho(float centrex, float centrey, float rayon)

{

i nt xasp, yasp;
get aspectrati o( &asp, &asp) ;
if (getmaxx() * (float)xasp > getnaxy() * (float)yasp)
{
rymn = centrey - rayon;
rymax = centrey + rayon;
echy= getmaxy() / (2 * rayon);
echx= (echy * xasp) / yasp;
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rxmn= centrex - getmaxx() / (2 * echx);
rxmax= centrex + getmaxx() / (2 * echx);
}
el se
t
rxmn = centrex - rayon;
rxmax = centrex + rayon;
echx = getmaxx() / (2 * rayon);
echy = (echx * yasp) / xasp;

rymn = centrey - getnaxy() / (2 * echy);
rymax = centrey + getnmaxy() / (2 * echy);
}
}
void cercle(float centrex, float centrey, float rayon)
{
float theta;
if (carre)
circle(scal x(centrex), scaly(centrey), rayon * echx);
el se

{

rnoveto(centrex + rayon, centrey);
for(theta = 0; theta < 6.3; theta += 0.05)
rlineto(centrex + rayon * cos(theta), centrey + rayon * sin(theta));
}
}

int getprog(char* fn,int argc, char** argvptr)

int i;

[* UNX */
i f(argc<1)
{

printf("no program nanme\n");

exit(0);

}

for(i=0;i<=strlen(argvptr[l]);i+t)fn[i] = argvptr[1][i];
argc=2;

return argc;

voi d execut e(char* what)

{
/1 exec(what); link with unix lib

}
/* UNX UNXUNX UNX UNXUNX UNXUNX UNX UNX UNX UNX UNDX UNEX UNEX UNEX
*/

#el se

#i ncl ude <stdio. h>
#i ncl ude <mat h. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <stdio. h>

#i f def HPPA

#ifndef __ GUC__
typedef char *caddr_t;
#endi f

#endi f

#i ncl ude <X11/ X i b. h>
#i ncl ude <X11/ Xutil . h>
#i ncl ude <X11/ Xos. h>

[ *#i ncl ude "rgraph2. h"*/
#define reel float
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static D splay *display;
static Wndow win;

static XS zeH nts size_ hints;
static XEvent report;

static QC gc;

static XFontStruct *font_info;

static reel echx, echy, ech, rxm n, rxmax, rymn, rynax;
static int lacoul eur, screen, width, height, currx, curry,xp,yp;

voi d message(char *s)
{ printf("% \n",s);}

voi d erreur(char *s)
{ message(s); exit(0);}

voi d *saf ecal | oc(long nb, |ong size)

voi d* p=NULL;

p = calloc(nb, size);

if (p==MNJALL) printf("Run out of Merory!\n");
return p;

}

voi d saf efree(voi d** f)

if(*f){ free(*f); *f=NJL;}

void rflush()
{

XEvent report;
XNext Event (di spl ay, &report);
if (report.type == Expose)
whi | e (XCheckTypedEvent (di spl ay, Expose, &report));

XFl ush(di spl ay) ;
}

void rattente(int waitn)
{
XEvent report;
do XNext Event (di spl ay, &report);
while (report.type != ButtonPress &% report.type != KeyPress);
}

int xerror()

fprintf(stderr, "Probl eme avec X-Wndows\n");

voi d initgraphi que(int f)
{

XEvent report;

di spl ay = XQpenDi spl ay( NULL) ;

font _info = XLoadQueryFont (di spl ay, "9x15");

XSet Er ror Handl er ( (XError Handl er) xerror);

XSet | CError Handl er (( XI CError Handl er) xerror);

screen = Def aul t Screen(di spl ay);

wi dth = Displ ayWdt h(di spl ay, screen) - 100;

hei ght = D spl ayHei ght (di spl ay, screen) - 160;

wi n = XCOr eat eSi npl eW ndow( di spl ay, Root Wndow(di splay, screen), 50, 80, width,
hei ght, 4, Bl ackPi xel (di spl ay, screen), WitePixel (display, screen));

size_hints.flags = PPosition | PS ze;
size hints.x = 0;

size hints.y = 0;

size_hints.width = width;

si ze_hints. hei ght = hei ght;
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}

XSet St andar dProperti es(di spl ay, win, "graphe", NULL, NULL, NULL,

XSel ect | nput (di spl ay, win, ExposureMask | ButtonPressMask);

gc = XOeate@)display, win, 0, NUL);

XSet Font (di splay, gc, font_info->fid);

XSet For egr ound( di spl ay, gc, Bl ackPixel (di spl ay, screen));
XNVapW ndow( di spl ay, win);

do XNext Event (di spl ay, &eport); while (report.type != Expose);

voi d cl osegr aphi que()

}

XUnl oadFont (di spl ay, font_info->fid);
XFreeQ(di spl ay, gc);
Xd oseDi spl ay(di spl ay);

voi d coul eur(int c)

}

/*Xset col or (1 acoul eur = c);*/

int scal x(reel x)

}

return (x - rxmn) * echx;

int scaly(reel y)

{

return (rymax - y) * echy;

voi d poynte(int xp,int yp)

coul eur (xp);
XDrawLi ne(display, win, gc, xp, yp, Xp, Yp);

void netligne(float xbas,float ybas,float xhaut,float yhaut,
int npix,int npiy,float x1,float yl1,float x2,float y2,int c)

int ix1,iyl, ix2,iy2;

if
if

(c>150){c=c-149;}
(c>150){c=c- 149; }

i Xx1=npi x* (x1- xbas) / (xhaut - xbas) ;

i y1=npi y- npi y*(y1-ybas)/ (yhaut - ybas);

i Xx2=npi x* (x2- xbas) / (xhaut - xbas) ;

i y2=npi y- npi y*(y2-ybas)/ (yhaut - ybas) ;

coul eur (i x1);

XDrawLi ne(di splay, win, gc, ix1,iyl, ix2,iy2);

pyl

___________________________________________________ */

___________________________________________________ */

___________________________________________________ */

___________________________________________________ */

___________________________________________________ */
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get char ; get char; get char ; get char; get char ; get char; get char ;

voi d netpoi nt (fl oat xbas, float ybas,float xhaut,float yhaut,
int npix,int npiy,float x,float y)

{

int ix,iy;

i Xx=npi x*( x-xbas) / (xhaut - xbas) ;

i y=npi y- npi y*(y-ybas)/ (yhaut - ybas) ;

[*printf(" 9%i 9%Bi 9%f 9%Bf \n",ix, iy, X, y);*/
poynte(iXx,iy);

}

void reffecran()

{
Xd ear Wndow( di spl ay, wi n);
}

int getprog(char* fn,int argc, char **argv)
strcepy(fn,argv[1]);

printf(" file : 9%\n",fn);

return argc;

}

voi d execute (char * str)

systen(str);

#endi f /*PC ou UN X*/
#endif /* final */

param.c

#defi ne nnax 1024
et enfin lesfichier de numerical recipies.
dfourl.c et nrutil.c

#i ncl ude <mat h. h>
#defi ne SWAP(a, b) tenpr=(a); (a)=(b); (b)=tenpr

voi d df our 1(doubl e data[], unsigned long nn, int isign)
{

unsigned long n,nmax, mj,istep,i;

doubl e wt enp, wr, wpr, wpi , Wi , t het a;

doubl e tenpr,tenpi;

n=nn << 1;
j =L
for (i=1;i<n;i+=2) {
if (j >i) {
SWAP(data[j],datafi]);
SWAP(data[j +1],data[i +1]);
}

men >> 1;
while (m>=2 &&j >nm {
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j -=m
m>>= 1;

I =m
}
mrax=2;
while (n > nmmax) {
i step=mmax << 1;
t het a=i si gn* (6. 28318530717959/ mrax) ;
wt enp=si n( 0. 5*t het a) ;
wpr = -2, 0*wt enp*w enp;
wpi =si n(t het a) ;
wr=1. 0;
wi =0. 0;
for (n¥l; menmax; me=2) {
for (i=mi<=n;i+=istep) {
j =i +mmax;
tenpr=w*datalj]-w *data[j +1] ;
tenpi =wr *dat a[ j +1] +wi *data[j];
data[j]=datali]-tenpr;
data[j+1l]=data[i+1]-tenpi;
data[i] += tenpr;
data[i+1] += tenpi;

W =(WE enp=wr ) *Wpr - wi *wpi +wr ;
W =W *wpr +wEenprwpi +wi ;
}

max=i st ep;
}
}
#undef SWAP
/* (C© Copr. 1986-92 Nurrerical Recipes Software 3703. */
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EXEMPLES DE RESOLUTION
2 A3
aj + aﬂ + Q M :O
ot ox 6 ox3

exemple propagation d'un pulse donné au temps t=0:

il se déplace en se dispersant si on ne met pas de termes nonlinéaires

A/\ﬂ —ha

http://www.Imm.jussieu.fr/~lagree/SIEF/SIEF97/airyc.mov
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2

on, on_ 0% _
ot ox  ox?

Si maintenant on ne met pas de dispersion mais uniquement des termes non linéaires.

exemple propagation d'un pulse donné au temps t=0:

0

il se déplace en se raidissant

et en satténuant, le choc est étalé sur quel ques points
http://www.Imm.jussieu.fr/~lagree/SIEF/SIEF97/raid.mov

T\

un soliton:
http://www.Imm.jussieu.fr/~lagree/SIEF/SIEF97/soliton.mov

8. transport de sédiments....
On lirale livre de Yalin... On consultera les documents EDF. L'idée a retenir, est que les
sediments sont emportés comme des scalaires passifs par la couche limite turbulente...

9. films visqueux

9.1. ressaut tres visqueux
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Watson 64 Higuera 94 Higuera 96
résolu par Higuera...

9.2. stabilité d'un film
cf Yih 1963 et Chang & al 95.
KS
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