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Introduction : Le but de ce Projet Personnel en Laboratoire est de présenter les dif-
férentes modélisations d’avalanches de milieux granulaires existant & ’heure actuelle. Ces
modélisations seront utilisées & la fois dans le cas d’une dune et dans celui d’un tambour
tournant, et on utilise une simulation numérique pour représenter les solutions. On pourra
aussi comparer les résultats obtenus numériquement & des résultats expérimentaux publiés
tels que les avalanches dans des tambours tournants.

Mon stage s’est déroulé dans le Laboratoire de Modélisation Mécanique de I’Université
Pierre et Marie Curie (Paris 6), sous la direction de P.-Y. Lagrée.

Résumé : L’idée initiale est d’écrire une équation générale d’un milieu continu dans
une couche mobile sur un autre supposé fixe & partir de ’équation de transport d’une
grandeur dans un volume dépendant du temps dont le contour a un mouvement propre.

On adapte ensuite cette équation dans le cas d’une avalanche simple de milieu gra-
nulaire que ’on peut représenter comme une couche mince, les expériences ayant montré
que ’épaisseur d’une avalanche est d’environ dix diamétres de grains ayant des tailles de
I’ordre du micrométre.

11 suffit alors de modéliser convenablement 1’énergie, le coefficient de frottement et la
vitesse de dévalement des grains.

Utilisant la modélisation simple ¢ = ¢(R) (ou la quantité de matiére dans la couche
mobile est uniquement fonction de I’épaisseur de cette couche), on cherche des résultats
de I’évolution de I’épaisseur de la couche mobile (R).

Remerciements : Je remercie P.-Y. Lagrée pour m’avoir accepté en stage, pour sa
disponibilité et ses nombreuses explications. Je remercie également D. Lhuillier pour son
aide. Enfin je remercie tout particuliérement K.K.J. Kouakou pour son aide et pour son
rapport partiel qui a servi de base & ce rapport dans une large mesure.



Premiére partie

Modélisation des avalanches
granulaires



Chapitre 1

Equations de conservation de la
masse et de la quantité de
mouvement

On considére le volume V (), représenté sur la figure (FIG. ??), constituant une tranche
d’épaisseur dz et de longueur L en y. Sa frontiére, notée S(t), dans le plan (z,z2), est
constituée d’ un ensemble de trois surfaces fixes (z,x + dx et z = 0) et d’une surface
mobile (h(z,1)).

On fait ’approximation que les champs F(7,t) auxquels on s’intéresse ne dépendent
pas de y. On a donc la forme 2-D F = F(z, z, t).

La variation d’une quantité F(r,t) dans le domaine volumique V' (t) de frontiére S(t)
s’écrit donc, avec r = (=, 2) :

& oo [, v e

+ / F(r,t)(Vs— %) 7 do. (1.1)
S(t)

olt @ est la normale extérieure & la surface S(t) entourant le volume V (), ?s la
vitesse & laquelle se déplace cette surface et ¥ le champ de vitesse d’un milieu continu
qui remplit V' (¢).

En utilisant les formes locales de conservation de la masse et de la quantité de mouve-

ment on peut établir les équations globales de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement.

1.1 Conservation de la masse

1.1.1 Equation de conservation de la masse

La forme locale de la conservation de la masse est

ap _
a+?-(p7) _— (1.2)
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D’aprés les équations (1.1) et (1.2) et en prenant F(z,t) = p(z,t), on en déduit ’expression

des deux membres :
i/// pdV = Ld:ci/hp(wzt)dz (1.3)
dt V(t) dt 0 ’ ’ ’

et

/ p(Vem D) -TdS = L/hp<—7)-<—e—;)dz+L/hp<—v)-e—;dz
5(t) 0 0

dz
e -7

ol V‘h est la vitesse de déplacement de la surface supérieure et V‘O la vitesse (nulle) de la
surface inférieure (z = 0). On garde la vitesse ?0, méme si celle-ci est nulle, afin de faire
ressortir la structure du résultat que ’on exploitera plus tard lorsque 1’on tiendra compte
en plus de h d’une surface Z limitant la zone mobile de la zone fixe.

+Lp (V- 2)- o+ Lol (Vo - 7) - (—22)da. (1.4)

On regroupe les deux membres (1.3) et (1.4) et on obtient alors :

o [ o " 7
a/o sz+6—x/0 pﬁ-e_w)dz—h_)—ﬁ _—[P(vo—ﬁ)'@]o+- (1.5)

ou les notations h_ et 0_ indiquent que ’on est au voisinage “interne” des surfaces z =
h(z,t) et z =0.
1.1.2 Conditions limites pour la conservation de la masse

On suppose que le fond de I’écoulement (z = 0) est immobile, et qu’il est imperméable

au matériau qui se trouve au dessus. On suppose de plus que la surface supérieure peut

recevoir de la part du milieu extérieur un flux de matériau m = 1 ﬁ;gw >0

On a donc les conditions aux limites suivantes :
enz=0: 7= et v -e; =0.
enz=h: [p(Vs— D) Rp_ = 1.

1.1.3 Forme finale de la conservation de la masse

Tenant compte de ces conditions aux limites, ’équation (1.5) prend sa forme finale

o [ o (" / oh
5/0 pdz—i—%/o pugdz = 1 1+(6m) (1.6)

avec en
z=0 v, =0 = (Vo—ﬁ))e_;:
oh Oh m oh .
= . Z: >~ _— ]. - = m
z=h v U8x+6‘t . +(8$ ?h e



et ou on a utilisé les relations suivantes :
b7 oh &7

1 Oh
@w=-_—r o o0 h__ .

1.2 Conservation de la quantité de mouvement

1.2.1 Equation de conservation de la quantité de mouvement

La forme locale de la conservation de la quantité de mouvement est

opv =
S+ V(o U +T) =07 (L.7)
D’aprés les équations (1.1) et (1.7) et en prenant F(z,t) = p(z,t)¥, on en déduit I’équa-
tion :
Vi-7)7

o " o " g v
a/o pﬁdz%—%/o(pﬁ%-?)-e_;dz:?/o pdz +[2 S Ih_

_[%]h_ —[p? (Vo =)o, +[7 @0, (1.8)
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1.2.2 Conditions limites pour la conservation de la quantité de

mouvement
Les conditions aux limites sont les mémes que pour pour la conservation de la masse,
plus la condition suivante relative & la surface supérieure.

On désigne par —pe; apport de quantité de mouvement du milieu extérieur et on a :
Ap

T (V=) -l — [7 Tl = —p&  avec  p= ok .

1.2.3 Forme finale de la conservation de la quantité de mouve-

ment
11 vient donc que I’équation (1.8) prend sa forme finale (suivant ses deux composantes)

a [ o [
ﬁ/o pvwdz—l-%/o (pvz—}—TM)dzz[7':”]0Jr (1.9)
o [t o [h h oh
Az z a z Uz Tz = - - D 1 —)2
6t/0 pu dz+8$/0 (pvg v, + Tpz) dz g/0 pdz — p +(8x)
(1.10)

+[Tzz] 04+



Chapitre 2

Les équations de conservation
dans le cas de milieux granulaires

Les résultats (1.6), (1.9) et (1.10) sont des équations valables quelle que soit la na-
ture du milieux continuconsidéré. Dans le transport des sédiments ou les processus de
formation de dunes sous-marines, on peut considérer le milieu continu global comme une
surperpositon de deux milieux continus :

— le milieux granulaire constitué de ’ensemble des sédiments entrainés par chariage

au fond ainsi que par saltation !

— le fluide (eau ou air), facteur d’entrainement des sédiments.

Dans les écoulements de riviére, fleuve, lagune, cotier, la hauteur d’eau est souvent

prise faible devant la longueur ou la largeur (shallow water).
En ce qui concerne les milieux granulaires, les expérimentations permettent de dire qu’ils
peuvent “couler” d’eux-mémes si ils sont placés sur une pente (avalanche). Placés au des-
sous d’un écoulement, ils subissent le mouvement du fluide (érosion, déposition) ainsi que
leur mouvement propre d’avalanche & certains endroits. Cependant, ces écoulements se
font uniquement sur de minces couches & la surface du matériau, et on est ainsi amené,
en plus de la surface h(z,t) & considérer la surface Z(x,t) (avec Z < h), qui sépare la
zone supérieure mobile de la zone inférieure immobile (¥ = 0) et de densité constante et
maximale (p = par).

On généralise les équations de conservations de masse et de quantité de mouvement

ainsi que les conditions aux limites au cas d’un milieu continu constitué par une couche
mobile sur une couche supposée fixe.

2.1 Conservation de la masse et de la quantité de mou-
vement

Avec ces hypothéses de milieu granulaire, on a les égalités :

1Les matériaux considérés sont généralement des grains de sables plus denses que 1’eau ; on peut donc
supposer uniquement ces deux modes de transport.



hpdz:pMZ+ hpdz et hpvzdz: hpvzdz,
0 z 0 z

de sorte que I’équation de conservation de la masse écrite en (1.6) devient

o " o " 0z [ ok
a/z pdz+%/zpvwdz = —pm ot 1+(%)2 (2.1)

Il n’est pas inutile cependant de retrouver ce résultat par une approche plus longue
mais qui va permettre de mieux cerner le probléme des conditions aux limites. Dans la
mesure ou le “fond” z = 0 est remplacé par z = Z(z,t), on ne sera pas surpris de voir que
(1.5) se transforme en

o [* o (", L p(Vi-7)7
a/z pdz"‘%/zpﬁ'ede—[e—Z}%ﬁ]h_

_[p(Vz—?)-ﬁ]
e-m

on 7 z désigne la vitesse de déplacement de la surface Z(z,t).
On trouve de méme pour le matériau compris entre z = 0 et 2z = Z(x, t)

oz Vi 7w Vo7
pulo ~WI =g g

Ce qui, avec les conditions aux limites de (1.6) sur le fond se réduit au résultat attendu

0z V, 7

De méme, on écrit la conservation de la quantité de mouvement sous sa forme générale

o " o [ ?(Vi-7)- 7 7w
o[ ras L [t e =T DT, (2T,
?(V,-7) 7 7w h
_[p (e_;ﬁ) ]Z++[€_z)‘ﬁ]z++?/z pdz (2.4)

Dans la couche immobile (0 < z < Z(z,t)) on écrit ’équation de quantité de mouve-
ment

s

0 Z:>_> T >
oz J, T-ede:pMZ?—e_;.ﬁ]z_-‘r[T €2 o, (2.5)

et la condition limite en z = Z(z,t) s’écrit

7@z, —p? (Vz—70) Rz, = [T &z (2.6)

+



2.2 Conditions limites

Dans les équations (2.2) et (2.4), les termes sources traduisent les échanges de matiére
et de quantité de mouvement aux frontiéres internes (h_ a la surface supérieure et Z;
a la surface inférieure) du domaine mobile auquel on s’intéresse. Afin de caractériser ces
échanges, on utilise les conditions limites (qui sont en fait des conditions de saut aux
interfaces supérieure et inférieure du domaine fluide ramenant la définition de ces termes
sources aux frontiéres externes (FIG.?? : (b)).

Rappelons tout d’abord les relations de passage entre le repére local et le repére
vertical-horizontal : on a les relations vectorielles

1 1
— 90Z

reliant le repére local (7, 7) au repére vertical-horizontal (€3, 2), avec Z' = oz,

&= (FT-2'7R) et &= (Z' T +7)

On en déduit ainsi

N S S
el - = \/14-7 et e} ﬁ—m
Ainsi pour la masse on a :
(Vi—) R =p(Vi— ) Rlny =ms (& - 7) (2.7)

m est la quantité de matiéres recue par la couche mobile & travers sa surface supé-
rieure. Dans le cas d’un silo alimentant une couche mobile m, sera traduit par le flux
(FIG.?? :(a)) de —ps v, €} & travers la surface h(z,t)

(V=) Rl =p(Vz—T) - Bls =my (e 7) (2.8)

my est la quantité de matiéres recue par la couche mobile & travers sa surface inférieure.

Si on est en présence d’un tambour tournant & la vitesse 17} = &) x T qui alimente le
tas mobile par la surface inférieure avec des grains a la vitesse 7 = Q (z + Z %) & on
aura

oz
mr = pr (5 +vr)

Pour la quantité de mouvement on a :

pT (V=) =7 R =[p? (Vh—7) 77 R

+

= (Pm, - F) (- 7) (2.9)
et

T (Vz=7)R=7 Rz, =pT(Vz-7) %- 7 7z

Vim, - F) @ 7) (2.10)



oot F1

ol et F” sont les contraintes normales aux frontiéres supérieure et inférieure de la
couche mobile.

En notant ¥ = (u,w) on peut réécrire (2.2) et (2.4) selon chaque composante en
utilisant les conditions aux limites.

o [t o [t
a/z pdz+£/z pudz =ms; —mg (2.11)
o [t o [t
a/ pudz+%/ (pu? + Tpp) dz = myus —myur — F5 + F! (2.12)
Z z

b h o h h
— wdz+—/ uw + Ty, dzz—g/ dz + mgw,
6t/zp e Z(p ) P

—mrwy — Ff + F! (2.13)

La condition limite en Z exprimée suivant les grandeurs en Z_ (dans un milieu immobile
rigide en général) permet l'utilisation de la loi de Mohr-Coulomb. Pour ce faire on est
amené & exprimer les composantes horizontales et verticales des contraintes normales en
fonction de leurs composantes tangentielles et normales en Z_

Fler -2, -7 772375
Oz Oz
FSZTZZ_a_ZTwzza_Z?.?.ﬁ+ﬁ.?.ﬁ

¥ Ox Ox

La loi de Mohr-Coulomb s’écrit : 7 - ? = —urm - ﬁ en Z_, ou pj est le coefficient
de frottement dynamique défini localement en chaque point de Z_.

Or on a : ?-ﬁ:—mﬁ-F_’} o 777 = —pur M- ?-W, ce qui nous ameéne &
réécrire ’équation (2.12) et & exprimer ®- 7 -7 par une combinaison des équations
(2.12) et (2.13).

o [t o [h
a/z PUdZ*'%/Z(PU2+Tm)dZ=msus—F§—qu1

—(u+ 2R TR (2.14)

h
A+2Z)7-7R=g/| pder—msws— 2 us)+my(ws—Z' uy)
z

h
+2/ pw—Z'u)dz+ (F; — Z' F?)
ot /,

h
+% /Z [u(w—Z'u) + (10s — Z'ma)]dz (2.15)



En éliminant 7+ 7 -7, on a finalement

o [t a [t
— pudz + — (pu? + Tpy)dz = myus — FF —myrur
5t z 6$

z
(b1 +2')
—_— 2.1
1127 (2.16)
Avec T qui contient toutes les informations de la composante verticale (2.13)
b h
== p(w—2"u) dz+—/ [pu(w—2Z"u) + (Toz — Z' Tuz)] dz
ot J,
h
+g / pdz —mg(ws — Z'ug) + mp (wy — Z'ug) + (F — Z' FY) (2.17)
z

On voit ainsi apparaitre 'importance des combinaisons w — gz u et Ty, — g—f Tee POUT

le calcul des intégrales du second membre.
Il faut remarquer que

=

0z _p oz %2 7 A i
Taz ame—t T &rﬁTﬁ_ 1+(6$)6wTﬁ—€w =3
0Z _ = 6Z_> = _ 0Z ., o = N 7w
TZZ—ETM—ﬁ-T ~ 9 = (637) ez-T-ﬁ—eZ-e_)ﬁ

Les équations (2.11), (2.16) et (2.17) sont valables quelque soit la nature du milieu
continu (granulaire ou liquide), mais nous nous restreindrons au cas d’un milieu granu-
laire, en avalanche simple pour généraliser les équation BCRE (1994) et Douady (1999)
puis en avalanche "tournante" pour modéliser les avalanches dans les tambours.
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Chapitre 3

Le cas de 'avalanche simple

3.1 Préliminaires

On considére ici le cas particulier d’une avalanche de milieu granulaire dite simple,
c’est & dire que la couche mobile ne regoit pas de matiére et n’est soumise & aucune
contrainte sur sa surface supérieure, et qu’il n’y a aucune rotation contrairement au cas
du tambour tournant. De plus le tas initial considéré sera en pente douce constante.

Ces hypothéses se traduisent par :

ms =0, F_’gzﬁ, Yﬁ:ﬁ et mzsz%—f
Les équations (2.11), (2.16) et (2.17) se restreignent alors &
o (" o (" 0z
— dz+ — dz = —pr —
8t/sz+8:v/Zpuz PI 5

a " o [
a/zpudz+%/z(pu +Tm)dz=—mT

h
avec T = g/ pdz +
z
o [ o [t
%/ [pu(w— Z'u) +(T$Z—Z1Tzz)]dz+a/ p(w—Z"u)dz (3.2)
z z

termes d’ordre supérieur

Les termes d’ordre supérieur dans T' sont considérés comme petits car % et ::—: sont de
lordre de Z' ! et peuvent étre négligés.

Une autre fagon de modéliser ces termes est de les voir comme un facteur de diffusion
en ‘ZZT’;, ce qui sera trés utile par la suite lors de la simulation numérique (stabilisation de
la solution, qui engendre une légére déformation des solutions théoriques (cf. FIG(6.2))).

1On est en effet en présence d’une couche mobile mince constituée de quelques diamétres de grains
trés petits.
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On est alors amené 3 faire les définitions suivantes :
R = h(z,t) — Z(z,t) V’épaisseur de la couche mobile
q, le flux de matiére traversant I’épaisseur R

E, énergie développée dans la couche R.
h
R = [, p% dz
h
q = fzp%udz (3.3)
E = [} L (pu? +7,,) dz
Et on obtient le systéme final :
oR o4 _ _0Z
ot oz Ot 5.4
3.4
04 O _ _(u+2) o
at Tor T (1+z7)?

Pour que ce probléme soit soluble il faut fixer les inconnues principales (R et Z) et
exprimer par la modélisation les inconnues secondaires (g, F et uy) en fonction de R, Z
et de leurs dérivées.

3.2 Modélisation du flux, de I’énergie et du coefficient
de friction p

3.2.1 Le flux de matiére g et I’énergie £ developpée dans la couche

D’étude assez récente (on peut fixer son véritable essor au cours du XXéme siécle), la
modélisation d’avalanches? a connu trois types d’approches dont les modéles principaux
sont :

— le modéle de [Savage et Hutter], né des sciences appliquées, décrivant un écoule-
ment granulaire sur un fond donné au moyen d’équations intégrées dans ’épaisseur
(équations dites de Saint-Venant),

— le modéle BCRE que 'on doit & [Bouchaud et al (1994)], décrivant le tas de sable
en deux phases, une roulante et une statique, suivi du modéle BRAG proposé par
[Boutreux, Raphaél et de Gennes (1998)] qui n’est autre que BCRE simplifié,

— et le modéle «hybride» de [Douady, Andreotti, Daerr et al (1999)], alliant a la fois
I’approche hydrodynamique et la possibilité d’échanges entre phases statique et
roulante.

Le modéle BCRE

Le modéle BCRE est une approche phénoménologique du comportement des avalanches.
L’évolution du milieu granulaire est due pour partie aux grains de la phase mobile qui
roulent vers le bas sous l'effet de leur poids et également aux collisions entre grains roulants
et grains au repos en dessous, provoquant des échanges entre phase statique et phase
roulante.

211 s’agit ici exclusivement d’écoulements superficiels, pour lesquels 1’épaisseur de I’avalanche est faible
devant la distance parcourue par le milieu granulaire.
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En conservant les notations R, Z et h on obtient ’équation de variation de ’épaisseur

de la couche :

OR OR

0
dans laquelle le terme 8%(—1) R) décrit la convection des grains vers le bas, le terme

%(D %) est un terme de diffusion utilisé pour ..., et enfin E(R, §) est le terme d’échanges

entre phases.

En premiére approximation, les variations de v en fonction de la profondeur de la
couche roulante et de la pente locale ne sont pas prises en compte3. Ainsi v est considérée
comme constante et égale i la vitesse moyenne des particules en mouvement vj.

Par convention £(R, ) > 0 quand les particules quittent la phase statique. La conser-
vation du nombre de grains permet d’écrire ’équation d’évolution de la hauteur de la
phase statique :

o7
ot
Une modélisation simple du coefficient £ est celle-ci :

= —£&(R,9). (3.6)

£(R,0) = R(A(6) — C(0)) (3.7)

ot A(f) représente 'accrétion des grains et C(0) ’érosion. En remarquant que (A4 — C)
dépend nécessairement de la pente locale, et en se plagant proche de ’angle de repos, on
peut faire le développement au deuxiéme ordre :
00
E(R,0) = RIy(0—0,) +r 5] (3.8)
ot on ay = A'(f) — C'(0) et k une constante de correction de courbure de pente locale.
On a finalement les équations de BCRE :

OrR __ OR O’R _ 07

ot ‘or or2 ot
(3.9)

YA o0

5_—R[7(0—0n)+m%

ol vy, v, D et k sont des constantes.

Le modéle Brdc

[Boutreux, Raphaél et de Gennes (1998)] simplifient le systéme (3.9) en négligeant les
termes de diffusion et de courbure de pente locale sur une justification dimensionnelle : en
appelant la dimension de R et Z : d (le diamétre des grains), celle de z : L (la longueur
du tas) et celle du temps : %, on obtient la dimension de la vitesse moyenne [v] = gd,
celle de fréquence caractéristique de collision [y] = (%)1/ > ~ & celle de la constante de
diffusion [D] = vd et enfin celle du coefficient de courbure de la pente locale [x] = v.

Pour les auteurs, le terme de diffusion (proportionnel & D) serait “non-hydrodynamique”
au sens o il est constitué d’un gradient d’ordre supérieur a 1’ordre le plus bas dans (3.9),

3L’angle de la pente locale 8 est pris de telle sorte qu’il soit proche de 1’angle de repos ,, et on peut
ainsi négliger cette dépendance.
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i.e. celui du terme de convection en v. Comme on a la relation % < 1, on peut donc

a priori négliger la diffusion devant la convection. Pour la méme raison, la courbure est
négligeable devant la fréquence de collision dans la deuxiéme équation du systéme.

On obtient ainsi le nouveau systéme :

0Z
ot =—-YR(0—0,)
R R (3.10)
B = —Ud%+'yR(€—0n)
soit encore en posant h(z,t) = Z(z,t) + R(x,t) :
on__, oR
ot~ oz
OR OR (3.11)
ap = “vagy TR —6n)

On remarque ainsi que la conservation de la matiére est bien respectée ; en revanche la
conservation de la quantité de mouvement est bien moins évidente, et c’est 14 la principale
lacune des modéles BCRE et BRAG. De plus la vitesse de dévallement vg est supposée
constante, ce qui est loin d’étre toujours vérifié physiquement.

Pour lever ces insuffisances, des chercheurs ont présentés des modéles basés sur les
équations hydrodynamiques de Saint-venant (par exemple [Khakhar et al (2001)] ou en-
core [Douady, Andreotti, Daerr et al (1999)]). Notre modéle est assez semblable & ces
modéles, a la seule différence que nous donnons une formulation plus générale valable
quelque soit la nature du milieu continu, ’hypothése de couche mince pour les avalanches
n’étant utilisée qu’au dernier moment dans la modélisation des termes T, q et E; de plus
nous nous situons dans le repére xy alors que [Douady, Andreotti, Daerr et al (1999)] et
[Khakhar et al (2001)] travaillent dans le repére local.

Le modéle hydrodynamique

L’approche hydrodynamique utilisée récemment pour décrire les avalanches granulaires
par [Douady, Andreotti, Daerr et al (1999)] ou [Khakhar et al (2001)] est fondée sur des
équations de conservation ol toutes les quantités sont intégrées et moyennées sur I’épais-
seur totale de I’écoulement (équations dites de Saint-Venant). Nous adopterons également
ce point de vue, en gardant les mémes notations que dans (3.3) et (3.1). On fait de plus
les hypothéses simplificatrices suivantes :

- p= Cste,

— g et E ne dépendent que de R la quantité de grains roulant,

— le profil de la vitesse de dévalement des grains v est linéaire en R & l'intérieur de la

couche, de gradient T" constant : v =TR.

On obtient ainsi les expressions de ¢(R) et de E(R) :



On peut négliger 7, en premiére approximation. En revanche il peut étre utile, aprés sim-
plification de I’équation de conservation de la quantité de mouvement par R, de rajouter
un terme d%QTg ol d est une constante homogéne & une vitesse permettant ’expression
d’un terme d’échange «saturé» entre phases roulante et immobile, ainsi que ’explique
[Aradian (2001)] dans sa thése en reprenant les équations BCRE saturées.

En prenant Zg le profil de la pente au repos (i.e. %‘l = ps le coefficient de friction
statique), on obtient le systéme adimensionné suivant :

%_{_ 6;R—0
ot oxr
, , , (3.12)
R R u+Z
gt TR G, = —Trzm
avec R= 2 h=L2 Z=2Z2 T=ZLett=Tt=, /4t

3.2.2 Le coefficient de friction y;

11 ne reste plus qu’a modéliser le coefficient de frottement uy dans le systéme (4.5).
On peut tout d’abord constater que lorsque JADS s, On a nécessairement py = ps par
définition du coefficient de frottement p. Reste alors uniquement la modélisation du co-
efficient de frottement dynamique.

On peut proposer divers modéles, d’un coefficient u constant & un coefficient dépendant
de R.

Soit
pro= ps (3.13)
soit
pr = — g_i (3.14)
soit
pro= ps — (%2 +ps) exp(—4) (3.15)
soit encore
peo=ps = (FE ) ep(— gt s) (3.16)
soit enfin
wo= wR - % (3.17)

La simulation permet de faire ressortir deux modéles plus pertinents et donnant des
résultats plus conformes aux expériences ou & la théorie : (3.14) et (3.17), obtenus d’aprés
[Douady, Andreotti, Daerr et al (1999)]. La différence essentielle entre ces deux modéles
est le terme de freinage du modéle (3.17), ce qui comme on le verra par la suite peut jouer
un role trés important.
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Chapitre 4

Le cas de 'avalanche dans un
tambour tournant

4.1 Les équations de conservation

Tout comme dans le cas de I’avalanche simple, on peut reprendre les équations (2.11),

(2.16) et (2.17) et leur appliquer les hypothéses simplificatrices suivantes :

mszo,ﬁzﬁ,v =T xW =07t e —z0el et my=pr(3 +urZ' —wy) =

pr(%2 + Q(z + ZZ')) d’aprés la relation (2.8).
On obtient ainsi le systéme :

o " o [" 0Z
- _ - _ - A
o/, pdz + Bx/z pudz pI(@t +ug wr)

h h !
%/ pudz—i—i/ (pu2+7'm)dz=—QZ(a—Z+Q(m+ZZI))—MT

z ox z ot

h

avec T = g/ pdz+p1(aa—f+Q(m+ZZ’))Q(x+ZZ’)
z

a " a "
%/ [pu(w—Z'u)+<Twz—z'7m>]dz+a/ p(w—Z'u)dz
7

zZ

/

termes d’ordre supérieur

Soit encore, en utilisant les mémes notations que précédemment :

OR 0Oq 0Z

9 OE _ __ 0Z (w1 +2) . 07
5t = NG +06+22) -~ E AR a6+ 22) (5

16

(1+27)

+Qz+22)))

(4.3)



On peut encore simplifier ce systéme afin de ne conserver que les contributions essen-
tielles et on obtient alors :

OR 8¢ _  0Z :

o tor — Tar et A7)

dq OE (ur + 2" (44
- _\wrra)

ot ~ Ta+z9 "t

4.2 Systéme adimensionné

En utilisant la modélisation hydrodynamique on peut alors exprimer ce systéme, aprés
adimensionnement :

Oh OR

5 TBRa, = e+ 227)

OR dR + 7 “3)
_

ot +(R+d)a_x T 14272

avecﬁzz%,ﬁzZ%,?zz%,fzzio,ﬁzﬂ\/(%) ett=Tt=,/Zt.

4.3 Coefficient de friction u

Comme dans le cas de 'avalanche simple, on utilisera plus particuliérement les modéles
de u (3.14) et (3.17).
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Deuxiéme partie

Simulation numérique
d’avalanches granulaires
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Chapitre 5

Résolution numérique des
équations

Note : Cette section est entierement le produit de K.K.J. Kouakou.

L’équation (4.5) s’écrit sous forme conservative

of . 9 _
o T3 PN =G (5.1)
, L 0
avecf=(R) F(f) = R2+2de G=(_m+z’)
b} 1+ 272

On remarque que le systéme est hyperbolique et non linéaire (termes de convection).
Il va sans dire qu’il faut s’attendre a des chocs dans les zones de forts gradients ou de
discontinuité. Du fait méme déja de la condition initiale (pente en demi-créneau) il faut
s’attendre donc & des phénoménes de chocs.

On utilise un schéma limiteur de flux, & variation totale décroissante (TVD) ([?] et
[?]) modifié, semi-implicite ([?]) d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace (voir Annexel).

Pour chaque composante notant ff = f(j Az,nAt), Ajprf=Ffin—fiet A= ﬁ—;,

on a le schéma

= = AF) y — Fiy ]+ AtGEH (5.2)

1
2

Ou F est le flux numérique défini par

Filii= §[fj+1+fj]_§q](cj+%)Aj+%f (1-L%,) (5.3)
et
F]’_%Zi[fj +fj—1]—§‘I’(Cj_%)Aj—%f (1-L7 1) (5.4)



ik Ay d
Cpy=1q - 7 T avee D) = P ()
2
(f]n) St ]n+1 = f]n
|2 si |z|>e€
U(z)=< 22+&2 | avec € un petit réel positif. En notant
szl <e
2e
nf _% f"
sl AVEEE
n+ — j+% f"
]+2 j+% fn7
On définit le limiteur de flux L par
iy = L7 (e "j:;) ou simplement L7 4 =L(r ,rT) (5.5)

(5.6)

L(r—,r%) est soit le limiteur Minmod, Minmod(r~,r") = sgn(r~) maz[0, min[|r~|, r* sgn(r~)]],

soit le limiteur de Van Leer du méme nom que son auteur Van-Leer défini par

Loty =2 ] ]
+r- 147+

perbee défini par

L(r~,rt) = maz[0,min(2r™, 1), min(r~,2)] + maz[0,min(2r*, 1), min(rt,2)] — 1.

D’aprés une étude comparative faite par Yee, il s’avére en général que Superbee est le

plus compressif des limiteurs et qu’en révanche Van-Leer est plus efficace que Minmod.

Mais ici on a Utilisé Minomod qui semble bien adapté d’aprés le test de comparaison fait

en annexe 1.

Il faut noter le limiteur n’est défini lorsque 'un des rapports ¥ au moins est nul. Pour

résoudre cette difficulté on peut ajouter un petit réel & chacun des numérateur et déno-

minateur de r¥. Yee(1987) a adapté un schéma modifié de (5.3)

— 1. 1l existe aussi un limiteur dd & Roe nommé Su-

n 1 n n 1 n n Fn
Fliy = 5 = FLl = 5 U(CH 1) (B s [ = L3y y) (5.7)

dans lequel L 1 esttransformeenL ﬁ?+% = (|C” 1|A]__ fr, |C+1|A]+1 i |C’+3|AJ+sf )

Et le L1m1teur Minmod & trois varlables défini par M mmod(:c,y, z) = Minmod(z,y) +
Minmod(z,z) — x
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Chapitre 6

Simulation d’avalanche simple

Nous nous sommes intéressés dans cette partie & plusieurs types d’avalanches simples,
en jouant essentiellement sur les conditions limites. Ainsi nous avons simulé des ava-
lanches avec ou sans alimentation, avec sortie libre ou avec mur (cf. FIG.6.1), le tout avec
différentes modélisations de .

Alimentation
possible

Couche roulante |

Couche roulante

Zone
X X
fixe x  x
X 7 \ X X
x,x_On récupére la .
“x  matiere X
X
X X X X
X x X M
X X x X Xx X x
(a) (b)

Fic. 6.1 — (a) Sortie libre, avec ou sans alimentation; (b) Mur en sortie, avec ou sans
alimentation

6.1 Avalanche sur fond rugueux

Dans un premier temps nous avons simulé une avalanche sans alimentation sur un tas
dont la pente d’inclinaison est supérieure & la pente de repos. La matiére s’écoule ensuite
sur une zone horizontale, sans contrainte particuliére; ce cas ressemble & une avalanche
aéro que l'on peut trouver dans la nature (typiquement une dune de sable sur un sol
rugueux).
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En reprenant les équations (4.5) avec un coefficient y du type (3.17), on obtient ainsi
les figures (6.2) et (6.3), représentant les évolutions de R, h et Z en fonction du temps.

" 'modif99.0UT' 1 0:600:1 u 12 ——

XRS50
ls\q\‘&:‘y ¢

=

———
N
=

Y
=

0.8

0.6 -

0.4

02 -

1

0.8 -

0.6

04 -

02+

F1G. 6.3 — Evolution de Z(z,t).
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0.12

01r

0.08 -

On peut remarquer plusieurs temps dans ’avalanche, que ’on appellera «actesy en
référence a [Boutreux, Raphaél et de Gennes (1998)]. Ces actes sont marqués par des dif-
férences d’évolution des parties arriére (ou pied), centrale et avant (ou téte) de R(z) au
cours du temps. Ainsi en g’intéressant de plus prés a la quantité de grains roulant, on
observe :

1. le centre croit tandis que les parties avant et arriére sont presque fixes (ACTE I :
FIG.6.4 gauche);

2. le centre reste constant et la téte avance (ACTE II : FIG.6.4 droite) ;
3. le centre decroit et la téte continue d’avancer (ACTE III : FIG.6.5).

Sur la figure (6.4) représentant 'acte II, on remarque une légére décroissance de la
quantité de grains roulants : ceci est dt & la présence du facteur de dissipation v (cf. (3.2))
nécessaire 3 la stabilisation des équations numériques. C’est ce méme facteur qui engendre

la non-linéarité du pied, contrairement a ce que prédisent [Boutreux, Raphaél et de Gennes (1998)]

dans leur article.

| ‘ |

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

01 -

IS
N
@

0 1 2 3

Fi1G. 6.5 - ACTE IIL
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On peut de méme observer les trois actes sur I’évolution de h(z, t) et Z(z,t). La hauteur
totale de Pavalanche h passe naturellement de sa position instable (pente supérieur a
Pangle de repos) a la position de repos en suivant la progression de I’avalanche :

1. seul le haut du tas varie en décroissant (ACTE I : FIG.6.6 gauche) ;
2. T’onde se propage du haut vers le bas du tas (ACTE II : FIG.6.6 droite) ;

3. seul le bas du tas varie avec ’accumulation de la matiére restante (ACTE III :
FIG.6.7 gauche).

En revanche, la zone de grains fixes Z passe par une étape de transition figée :

1. la zone fixe passe de la position instable 4 une position de transition (ACTE I :
FIG.6.7 droite) ;

2. transition figée, la zone fixe ne varie pas (ACTE II : FIG.6.8 gauche) ;

3. les grains s’immobilisent dans une position stable : la zone fixe croit pour atteindre
la pente de repos (ACTE III : FIG.6.7 droite).

Fic. 6.6 — A gauche, ACTE I de h; & droite, ACTE II de h.

08 - ~ 0.8 Z(x.t)

06 -

02 r

0 L L L L
5 0 1 2 3 4

F1G. 6.7 — A gauche, ACTE III de h; & droite, ACTE I de Z.
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0.8 -

06 -

02 r

L L L L 0 L L L

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Fic. 6.8 — A gauche, ACTE II de Z; & droite, ACTE III de Z.

6.2 Avalanche alimentée avec sortie libre

Le mécanisme général régissant une avalanche granulaire ayant été modélisé et cor-
respondant assez bien avec la littérature, nous avons essayé diverses configurations d’ava-
lanche, dont I’avalanche alimentée avec sortie libre. Le but de cette modélisation est de
confirmer I'apparition d’un état stationnaire pour cette avalanche.

Tout d’abord nous avons simulé un simple écoulement engendré par une pente trop
forte (FIG.6.9) avec une sortie libre. On observe ainsi une légére différence au niveau de
la téte de ’avalanche, due & la présence de cette sortie libre : la quantité de grains roulant
est évacuée.

T . .
D@roulement "normal” de I'avalanche
Chute du trop-plein -------

i 1 1 1 1
o 0.5 1 15 2 25 3

F1G. 6.9 — Ecoulement en sortie libre (R(z,t).

En simulant la méme expérience mais cette fois-ci avec un coefficient p de la forme
de (3.14) on obtient les figures (6.10), (6.11) et (6.12), ou le bas du tas & une forme
particuliére de ressaut. On observe également ce ressaut dans 1’expérience du tambour
tournant, et est sirement da au fait que la modélisation de p (3.14) ne comporte pas de
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terme de freinage fonction de R contrairement & la modélisation (3.17), ce qui engendre
une «arrivéey plus brutale & la limite du domaine.

Le choix de la modélisation (3.17) a aussi une influence sur le pied de ’avalanche,
en raison de la contribution en R. Ainsi sur la figure (6.9) représentant I’évolution de
R avec la modélisation (3.17) on voit clairement un plat au pied de I’avalanche au bout
d’un certain temps, alors que sur la figure (6.10) utilisant la modélisation (3.14) toutes
les courbes partent de 0.

L L L
05 1 15

F1c. 6.10 — A gauche, évolution de R; a droite, évolution de h.

L L L L L L L L L
0.5 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25

Fic. 6.11 — A gauche, ACTE I de h; a droite, ACTE II de h.

Ensuite, on simule une avalanche dans les mémes conditions mais avec une alimenta-
tion en haut du tas. Aprés une période transitoire, un régime stationnaire s’établit : R
devient constant. Sur les figures (6.13) et (6.14), on observe tout d’abord ’avancée du
choc jusqu’au moment oul les grains atteignent le bord du domaine; ensuite la quantité
de grains roulant tend vers une solution constante.

On voit sur la figure (6.15) représentant les évolutions de h(z,t) et Z(z,t) l'influence
initiale du choc (on remarque notamment que le tas «fixe» est creusé au départ de ava-
lanche) puis la solution stationnaire.
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0.02

T T T
. Avancee du choc

Transition entre le choc et R constant
R tend vers une constante : regime stationnaire

h 0 h

T
Avancee du choc

0.5 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25
X X

Fi1G. 6.13 — A gauche, bilan de I’évolution de R; & droite, avancée du choc.

On peut A cette occasion évoquer les travaux de [Emig, Claudin et Bouchaud (2000)]
sur la simulation d’avalanches, et du probléme généré par ce type de chocs. En effet,
I’expérience menée est celle d’une petite dune avancant sur un tas de sable. En résolvant
les équations de [Boutreux, Raphaél et de Gennes (1998)] par la méthode des caractéris-
tiques, [Emig, Claudin et Bouchaud (2000)] font face a un probléme jusqu’a maintenant
non-résolu, & savoir que la dune en dévalant la pente devient de plus en plus raide d’un
coté, les caractéristiques se croisent (naissance du choc) et qu’il devient impossible de
donner aisément une solution exacte par cette méthode.

Dans notre méthode de résolution numérique, ayant introduit un coefficient v de dif-
fusion, il devient possible de gérer ce choc : c’est ce coefficient v qui définit la largeur de
la pente et qui simule alors soit un choc proprement dit, soit un étalement de la dune. On
obtient pour différents coefficients v, dans le cas de la dune la figure (6.16) et dans le cas
de P’alimentation la figure (6.17).
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0.1 = T

0.102

T T - T
R tend vers une constante : regime stationnaire

T T
Transition entre le choc et R constant

==

0.09 | 0.1

0.098 - N

0.08 |

0.096 - B

0.094 - S

0.092 |- 1

0.088 - ~

0.086 - B

0.02 L L L L L 0.084 L L L L L
0

F1G. 6.14 — A gauche, période de transition entre le choc et la solution stationnaire; a
droite, R tend vers une constante.

F1G. 6.15 — A gauche, évolution de h(z,t); & droite, évolution de Z(z,t).

6.3 Avalanche alimentée avec mur

Dans cette partie, I’avalanche est toujours alimentée mais on place un mur en sortie,
ce qui se traduit par la condition Ryt = R(L,t) = 0.
On observe alors :

1. une premiére avalanche comportant un choc qui se déplace jusqu’au mur;
2. ensuite, une montée assez réguliére de h(z,t) et Z(z,t);

3. la quantité de grains roulant R(z,t) a aprés la premiére avalanche une forme en
v L —x, ce qui correspond bien & une résolution des équations (4.5) en cherchant
une solution h(z,t) stationnaire, et qui confirme les résultats expérimentaux de
[Khakhar et al (2001)].

Ce qui donne les figures (6.18) et (6.19).

Dans cette situation on se rend compte de 'insuffisance du modéle (3.14) du coefficient
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nu = 0.005

nu=001 -——--

nu=0.05 --------

0.1

F1G. 6.16 — Evolution d’'une dune pour différentes valeurs du coefficient de dissipation v.

F1G. 6.17 — Evolution du choc pour différentes valeurs du coefficient de dissipation v.
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0.12 T T

T
Premiere avalanche
Petite variation de R autour de sqrt(3-x)

X

1.6

T
Premiere avalanche
Montee reguliere de h

0.5

T T
Premiere avalanche
Montee reguliere de Z

F1G. 6.19 — Evolution de Z(z,1).

i En effet, ce modéle ne comportant pas de terme de freinage, il n’y a pas de «retour
d’information» vers le haut du tas de sable et on se retrouve dans la situation ou le bas de
I’avalanche dépasse le haut de ’avalanche et crée finalement un grosse instabilité numé-
rique. Il semblerait donc qu’il soit nécessaire d’introduire un terme de freinage dépendant

de R(z,t) afin de valider le modéle.
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Chapitre 7

Simulation d’avalanche dans un
tambour tournant

Nous avons simulé dans cette partie des avalanches dans un tambour tournant (FIG.7.1).

Couche
roulante

X

Zonefixe

Fi1Gg. 7.1 — Tambour tournant.

La encore nous avons essayé de générer un état stationnaire, avec des solutions du
type de [Gray (2000)]. Nous sommes partis de deux types de tas diffarents, I’'un en pente
au repos et I’autre comportant un replat en amont, ce qui permet de bien visualiser la
transition vers ’état stationnaire.

Il semble en revanche que nos solutions n’aient pas le caractére symétrique de celles de
[Gray (2000)], et ceci est certainement di & des équations initiales légérement différentes
(il semblerait que Gray ait oublié un terme lors de la simplification de ses équations).
Nos solutions se rapprochent en revanche énormément des résultats expérimentaux de
[Rajchenbach et al (1990)].

En configuration "plat-pente" (FIG.7.2) on observe que :

1. R(x,t) tend vers une solution stationnaire en deux temps : seule les grains appar-
tenant 3 la pente atteignent le bord du tambour, puis tous les grains atteignent le
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bord du tambour;
2. h(z,t) tend vers une solution stationnaire de forme elliptique;

3. Z(z,t) tend vers une solution droite.

hetzZ ‘\nltlaux

h intermediaire -------
hfinal --------

Z intermediaire -
Z final ——--
R initial -------
R intermediaire --------
Rfinal -------

0.8 -

04

02 EEimmee

-1.5

-1 -0.5 0 05 1 15 -1.5 -1 -0.5 0 05 1

15

0.2

Evolution de h

Evolution de h

L L L L L 02 L L L L L

-1.5

-1 -0.5 0 0.5 1 15 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 7.3 — A gauche, évolution de h(z,t); a droite, évolution de Z(z,t).

En configuration "pente seule" (FIG.7.4) on observe que :

1. R(x,t) tend également vers une solution stationnaire en deux temps, mais il y a une
période d’oscillations autour de la solution stationnaire (ceci est certainement da au
fait qu’il y a plus de grains & frapper le bord du tambour et que le choc engendre
des répercussions) ;

2. aux oscillations évoquées prés, les comportements de h(z,t) et Z(h,t) sont plus
rapides mais similaires qu’en configuration "plat-pente" ;

3. on peut faire tourner le tambour trés vite tout en gardant une grande stabilité et
une solution stationnaire, mais plus  est grand et plus la solution se dissymétrise.
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14

12

h

z

R

T

h et Z initiaux

intermediaire --
id.

h final
intermediaire -
id. -

Zfinal -

R initial
intermediaire
id

R final -

F1G. 7.4 — A gauche, bilan en

configuration pente seule; & droite, évolution de R(z,t).
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