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Loi de comportement élastique 

rigidité de courbure 

rigidité de torsion

I : moment d'inertie section
E : module de Young

filament                     E

Microtubule          1 GPa
ADN       1 GPa
Actine                   2 GPa
Collagène              2 GPa
Caoutchouc       2 GPa
Acier                 200 GPa
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Équilibre mécanique d'une tige 

F 
s�� s�F 
s�0

F ' 
s�0

eq. forces

eq. moments M 
s�� s�M 
s��O �F 
s�� s���O ��F 
s��0

M 
s�� s�M 
s�0 �
r 
s�r 
s�� s�
�F 
s�0

M ' 
s�r ' 
s�F 
s�0

−M(s)

−F(s)

F(s+ds)

M(s+ds)
r(s+ds)

r(s) ω (s)

O



Dynamique d'une tige 

F ' 
s , t �� A �r 
s , t 

dyn. forces

dyn. moments

M ' 
s , t �r ' 
s , t �F 
s , t �� I �w 
s , t 

�r 
s , t : accélération
linéaire

�w 
s , t : accélération angulaire

−M(s)

−F(s)

F(s+ds)

M(s+ds)
r(s+ds)

r(s) ω (s)

O

� A: masse linéique

� I : moment inertie linéique
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A : aire de la section
I : moment d'inertie de la section
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B

θ

(cas linéaire)

cas plan : (-!�5���3 ��
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Problème avec conditions de bord

� 
7J��7��	 - -
7J� �7�

� -
7J� �7��	 - - -
7J��7

s=0

encastré libre

pas de moment : 	
"J� �7

s=L
pas de force : 	 -
"J� �7

condition initiale : 	

J��7�	7�
�	

J��7�7

constante

sans vitesse initiale

contradiction à t=0

couche limite : �	 8�7� ? 8�
$

#

 �;��
  > 	
" J�  passe de κ0 à 0

régularisation :

	

J��7�	7�
;�	�

�" 
:


κ

s
L

ε

�ou bien :

�ou bien : masselotte au bout libre

θ 23	
"J��(
"J���K ��
"J� 

	 - - - -� �	 � 7



« Résolution » graphique d'une équation différentielle
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écriture de la solution x(t) = ?
� pas besoin !

x
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« Résolution » graphique d'une équation différentielle
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« Résolution » graphique d'une équation différentielle
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écriture de la solution x(t) = ?
� pas besoin !
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« Résolution » graphique d'une équation différentielle
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écriture de la solution x(t) = ?
� pas besoin !
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 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2
k’

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.5

0.5

1

1.5

2

k’’

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-1

1

2

3

4
k’’’

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-10

-5

5

k’’’’

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.1

0.1

0.2

-k’’’’

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



 Comportement aux temps courts               de l'équation 8�
$

#
	 - - - -��	 �7

	

J� �	

J��7�� �	

J��7�
;

:
� 
:�� �	

J��7

L7

��	 - - - -

J��7

0.2 0.4 0.6 0.8 1
s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

kHs,0+L
0.2 0.4 0.6 0.8 1

s

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k



Vibrations d'une tige encastrée-libre   (+masselotte)

linéaire

séparation de variables

"	 - -
7J� �7�	 - - -
7J��7

	 - - - -� �	�7 "
	 -
"J��7�

	
"J���
K

� "�
��
" J� 

�/� "	

J��7�;��	

J��7�7

	� 

J�  � � 
� #	�
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avec vitesse initiale nulle : �
����
 
�
:� �

solution en {cos, sin, cosh, sinh}

J moment d'inertie
 de rotation d'une
 sphère de rayon R

K�$H

�
$" 
�



Les modes vibratoires
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1 - sélection

��
��$
$" 
��

��� 
��
��
���

n

%��
�%

;

�:�:

" �$

��!�:���!

���!�M���!

2 - écriture

&7

;�

' #	�

'
:��
 � ;avec

aux « grands » n : #	�

 � 	��
 � ��
�
�
���
 � 	�

�;

������
�

s

;

;

s

;

;s

�:

;

;



Tracé de quelques  modes vibratoires



Construction de la solution

condition initiale : 	

J��7�;�(
�

#� #	�



#��&
7�
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J��7 #	�

 �
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modes lents :

modes rapides :

%#�%�
:�

�

%#�%�
;�

�M

	

J��(
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#� ��
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solution complète : 

aux
temps
courts

s

;

;

κ

s

;

;

κ

aux
temps
longs

s

;

;

���
$

�

κ
;'M�

s

;

;

κ
;'M�

�;
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